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  ( , , )U x y z     ( )   
  ( , , )U x y z    M: 
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max .
l

UgradU M
l

 

 
 13.    xv M v i  

y zv j v k     : 
 

.yx zvv vdivv M v
x y z

 (4.2)

 
   x y za M a i a j a k    

 

.y yz z x x

x y z

i j k
a aa a a arota i j k

x y z y z x z x y
a a a

(4.3)

 
  a M  ,  -

   ( , , )U f x y z  (   
) ,  

( , , ) .a x y z gradU  (4.4)
 

   ( , , ),a x y z    -
 ,   ,    -
, . . 0.rota       ( , , ),U x y z  

   
 

.x y zdU a dx a dy a dz  
 

   ,     
   0.diva    a M   -
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   ,  0div gradU   
  U   , . . 

( , , )U x y z    : 
2 2 2

2 2 2( , , ) 0,U U UU x y z
x y z

 

 
2 2 2

2 2 2x y z
 —   . 

 27.    
2 2

( , )
2 3
x yz x y  

  2;4 .M  
.   : 

 
2 22; .
3 3

z M z Mz zx y
x x y y

 

 
, 

82 .
3

gradz M i j  

 
  ,    ,  

: 
2 2 22 .

2 3 3
x y  

 
 28.      , ,a x y z

.r xi yj zk  
.  ,   a    ;xa x

; .y za y a z  
, 

1 1 1 3;yx zaa adiva
x y z
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0 0 0 0,y yz z x xa aa a a arota i j k i j k
y z x z x y

 

  x, y, z —     . 
 
 
4.2.       
 

 14.     
 

( , , ) 0F x y z  (4.5)
  M (  )  ,   -

       , -
    . 

      M  , 
       

. 
,      ( . . ,   

    , ,F F F
x y z

      

    )     -
. 

       (4.5),  -
     0 0 0 0, ,M x y z    

 

0 0 0 0 0 0 0,x y zF M x x F M y y F M z z  (4.6)

 0 0 0x y zn F M i F M j F M k  —    -
   0;M  

,     (4.5)   0M
: 

0 0 0

0 0 0

.
x y z

x x y y z z
F M F M F M

 (4.7)
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 29.      -

   
2

2

2
xz y     0 2; 1;1 .M  

. ,  
2

2, , .
2
xF x y z z y  , 

 
0 0 0; 2 ; 1 2; 2; 1.x y z x y zF x F y F F M F M F M  

 
      

 : 
 

2 2 2 1 1 0 2 2 1 0;x y z x y z  
2 1 1.

2 2 1
x y z  

 
 30.   2 2 2 2 0x y z x   ,  

     -
 xoz. 

.       -
: 

2 2; 2 ; 2 .x y zF x F y F z  
 

  ,     xoz  ( , 
  , ,    oy)   0;1;0 .n  

   ,    
       M(x; y; z)  

   oy,     -
: 

2 2 2 2 0
2 2 0 0

,
2 1
2 0 0

x y z x
x

y
z

 



 

 ,  1; 0.x z      -
: 

2 1 0 1.y y  
 

 ,      1 1;1; 0M  

 2 1; 1;0 ,M       -
  xoz. 

,      
       

    ,       
    . 

 
 . 1.   -

    3x z xye    M(2; 1; 0). 

: 2 12 4; .
1 2 0

x y zx y  

2.   ,    
2 2 23 2 21,x y z    6 4 0.x y z  

: 6 4 21.x y z  
3.   2 1xy xz z    -

,   2 0.x y z   -
   .      

   . 
: 0 2 5; 1 5;3 5 ; 2 5 0;M x y z  

5 2 5 1 5 3.
3 2 4
x y z  
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5.     
 
5.1.   
 

 15. ,   ,f x y    

( )   0 0 0; ,M x y       0M   
;M x y       0M   -

 0 0, ,f x y f x y  (   0 0, , .f x y f x y  
      .  

,      ,    
      . 

 3 (   ).   
,z f x y      0 0 0; ,M x y     

 f
x

  f
y

        -

,        . 
    0 0 0;M x y   -

. 
 31.   : 2 4

1 , 1 2 5f x y x y  

 3 4
2 ( , ) 1 2 5.f x y x y   0 1; 2M   -
   ,       

   0 ,M      0M     
. 
 4 (   ).   

,z f x y      0 0 0;M x y   -
      . 

 ,  0 0 0;M x y    ( -
)    ( , ),f x y  . . 0 0 0 0, , 0.x yf x y f x y  

   : 0 0; ;xx xyA f M B f M
2

0 ; .yyC f M AC B  



38 

   0 0 0; :M x y  
1) ( , )f x y   ,  0   0A  (  0C ); 
2) ( , )f x y   ,  0   0A  (  0C ); 
3) ( , )f x y     ,  ,  0;  
4)  0 ,       

(      ). 
 

 32.      -
 

3 3 9 .z x y xy  
 

. 

1)   : 23 9 .z x y
x

 

2)   , . . ,    -
   . 

2

2

3 9 0,
3 9 0,

x y
y x

  1

1

0,
0,

x
y

  2

2

3,
3.

x
y

 

3)     
2

2 6 ;z x
x

 
2

9;z
x y

 

2

2 6 ,z y
y

       : 1 0,A  1 9,B  

1 0C   2 18,A  2 9,B  2 18.C  
a) 2

1 1 1 1 81 0AC B  , ,   1 0;0M  
 ; 

b) 2
2 2 2 2 324 81 0A C B  , ,   

2 3;3M   .     

2 18 0,A   2 3,3M     -
. 
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 33.      -
 

2 3 43 .z x y x y  
 

.       -
: 

 
2

2 3

6 3 3 2 0
,

3 4 0
x

y

z xy x x y x
z x y

  

1 1
2

2 2

0 0,
2 4 3 0 3 6.

x y
x y y y y x

 

,  2   : 1 0;0M   2 6;3 .M  
    : 

 
26 6 ; 12 ; 6 .xx yy xyA z y x C z y B z x  

 
  1 0;0M  : 1 10; 0;A C  1 10B

2
1 1 1 0.A C B   ,   1M    -

 : 
1 0;z M  

 
 30; 0 , 0;x y z x y x  

  40; 0 , 0.x y z x y y  
,    1 0;0M   ,z z x y  -

  ,  1 ,z M     1 .z M  -

,   1 0;0M   ,z x y    . 

  2 6;3M  : 2 18 0;A  2 108 0;C  2 36B

2
2 2

2 2 2 108 18 36 0.A C B  
, 2M  —  ,  max 2 27.z z M  
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      (  ) 
. 

     (  ) 
0 0 0 0; ; .M x y z     ( , , )u f x y z   

  : 
 

0 0 0 0 0.x y zdf M f M dx f M dy f M dz  (5.1)
 

    0M     
      : 

 
2 2

0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

1 ,
2! ,

f M df M d f M o

x x y y z z dx dy dz
 (5.2)

 
 (5.2) ,  

 
2

0 0
0 2

0 0

0, 0 max
.

0, 0 min
d f M M

f M
d f M M

 

 
     

( , , )u f x y z    0M      
 

0 0 0

2
0 0 0 0

0 0 0

, ,

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

f M f M f M dx
d f M dx dy dz f M f M f M dy

dzf M f M f M

  

2
0 0

2 2

2 2 2

.

xx xy xz yz

yy zz

f M dx f dxdy f dxdz f M dydz

f dy f dz
 

 

(5.3)
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  2
0d f M    -

 (  ),     
, ,l dx dy dz    0M    2

0 0.d f M  

 0 1 2 3, , ,
i jij x xf f M x x x y x z    (5.3) 

  ,  ,    -
   , — . 

   .     
 2

0d f M    0ijf M    ( -
) ,   ,    

  0ijf M  

0 0 0

0 0
1 0 2 3 0 0 0

0 0
0 0 0

; ;

xx xy xz

xx xy
xx yx yy yz

yx yy
zx zy zz

f M f M f M
f M f M

f M f M f M f M
f M f M

f M f M f M

 

 : 
1)     ,   

    ( . .   
 0M   , ,u f x y z   ); 

2)   1 2 3, ,   ,   -
,      -

 ( . .    0M   ( , , )u f x y z  -
 ). 

 34.       
 

3 2 2, , 12 2 .u f x y z x y z xy z  
.    : 

2

1 2 2 2

2 1 1 1

3 12 0
24; 144; 1 ,

2 12 0 .
0; 0; 1

2 2 0

x

y

z

f x y
M x y z

f y x
M x y z

f z

 



 

  : 
 

6 ; 12; 0; 2; 0; 2.xx xy xz yy yz zzf x f f f f f  
 

        : 
 

1) 1 1 1 2 3

144 12 0
: 12 2 0 ; 144 0; 144 0; 288 0.

0 0 2
ijM f M  

, 1M  —  . 

2) 2 2 1 2 3

0 12 0
: 12 2 0 ; 0; 144; 288.

0 0 2
ijM f M  

  2M      ,  -
,   .  ,   

 2M      (    
). 

 . 1.    
 2 2, 3 6 .z x y x y x xy y  

: 0;3  — max. 

2.      ,u x y
2 34 8 .x xy y  

: 0;0  —  ; 2 3;1 3  — min. 
 
3.     3 2, 3u x y x xy

39 36 26.x y  
: 3;2  — min; 3; 2  — max. 
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5.2.   
 

        -
        -
    ,    

,      -
  ( ,     

). 
     : 
     2a     

   ,   . 
  ,      x, y, z,  

      
 

u xyz (5.1)
 ,  

 
2 2 2 2 .xy xz yz a  (5.2)

 
        (5.1),  
  x, y, z    (5.2). 

      . 
      

 
( , )u f x y  (5.3)

 ,   x  y   
 

, 0.x y  (5.4)
 

   (5.4)    x  y  
  ,  x,   y   -

 (5.4)    x.    (5.4) -
 y,      x     
        

 x. 
    ,   -

 (5.4)  x  y.     
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 ,f x y     (5.4),   
. 

1.      
 

( , , ) ( , ) ( , ),L x y t f x y t x y  (5.5)
 t —   .  

       
 

0

0

, 0

L f t
x x x
L f t
y y y
L x y
t

 (5.6)

   x, y, t,     -
  0 0 0;M x y      -

 t. 
,        

0M     
2 2

0 0 0
1 ,
2

f M df M d f M o  2 2
0 0 .x x y y  

2.      . 
2 .    2

0 ,xx yy xyM L L L   -
     0;t t  

 

0

0, .
0, . .

M  

 ,  0 0,xxL M      
  0;M  

 0 0,xxL M        0.M  
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2 .       -

  
2

2
0 2 ,

y

dxd L M H   H  —   

 
0

;
x y

x xx xy

y xy yy

H L L
L L

 

   2
0 00 0,H M d L M   0M  —  ; 

 2
0 00 0,H M d L M   0M  –  ; 

 0 0,H M     , -

  . 
,      -

        . 
 35.     z xy   

,  x  y   5 2 20 0.x y  
.     y  x: 

 
20 5 5 4 ,

2 2
xy x  

    :z xy  
 

5, 4 .
2

z x y x x x  

 
   : 

 

0
5 2 4 5 2 0 2.
2

z x x x x  

  : 
 

5 0.z x  
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, 0 0 0
52 4 5;

2
x y x   0 2;5M  —  

   ,z xy   10.maxz  
 

 36.    6 4 3z x y   -
,   x  y   2 2 1.x y  

.    :   
     z    

     2 2 1.x y  
   

 
2 2, , 6 4 3 1 .L x y t x y t x y  

 

 4 2 ; 3 2 .L Ltx ty
x y

   -

 : 

2 2

4 2 0
3 2 0.

1

tx
ty

x y
 

 
      : 

 

1 1 1
5 4 3; ;
2 5 5

t x y  

 

2 2 2
5 4 3; ; .
2 5 5

t x y  

 
  : 

 
2 2 2

2 22 ; 0; 2 .L L LA t B C t
x x y y

 



 

, 2 0AC B       

.      1 5 0,A  , 1
4 3;
5 5

M  — 

 ,  min 1 1
16 96 4 3 6 1.
5 5

z x y     

2 5 0.A    2
4 3;
5 5

M  —  , 

 max 1 1
16 96 4 3 6 11.
5 5

z x y  

 
    ,   . 

1) 1

0 8 5 6 5
4 3; 8 5 5 0 0
5 5

6 5 0 5
M H H  —  ; 

2) 2

0 8 5 6 5
4 3; 8 5 5 0 0
5 5

6 5 0 5
M H H  —  

. 
 

 37.     5 4z xy   
,   x  y    -

 
2 2

1 0.
8 2
x y  

.        
: 

2 2

, , 5 4 1 ;
8 2
x yL x y t xy t  
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2 2

2 2

5 0
54

125 0
2 .

1 0 108 21 0
0; 08 2

0; 0

L txy
t xyx

yL x yx ty
y xx y

tx y
x y

x y

 

 

       
 0 2;1 ,M     2

0 :d L M  
4; 5; ;xx xy yyL t L L t  

2 2 2 2

1 0 1 0 0
8 2 8 2 4 4
x y x y x xdxd dx ydy dy

y
 

0 5 2; 5; 10
;

4

xx xy yyL M L L
xdxdy

y
 

2 2 2 2
0 2 10 0.xx xy yyd L M L dx L dxdy L dy dx  

, 0 2;1M  —   ,  

max 10 4 6.z  
 38.    2 1u x y z   

,   x, y  z    
2 2 22 22.x y z  

.        
: 

 

2 2 2, , , , , , 2 1 2 22 ;L x y t u x y z tf x y z x y z t x y z  

2 2 2

2 2 0
1 2 0

.
1 4 0

, , 2 22

x

y

z

L tx
L ty

L tz
f x y z x y z
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   2 : 
 

1 4;2; 1M   1 1 4;t  2 4; 2;1M   2 1 4.t  
 

   : 
 

2 ; 2 ; 4 ;x y zf x f y f z  

2 ; 0; 0; 2 ; 0; 4 ;xx xy xz yy yz zzL t L L L t L L t  

0 2 2 4
2 2 0 0

.
2 0 2 0
4 0 0 4

x y z
x t

H
y t
z t

 

 
    2 1 2 2, ,...,m m m nH H H  -

 H  ( 1m  —   ; 3n  —  -
 ).   2 1 3m   4,m n    

 3H   4 :H H  

2 2
3

0 2 2
2 2 0 8 ;
2 0 2

x y
H x t t x y

y t
 

2 2 2 2
4

0 2 2 4
2 2 0 0

32 2 ;
2 0 2 0
4 0 0 4

x y z
x t

H t x y z
y t
z t

 

3 1 4 1 3 2 4 240; 44; 40; 44.H M H M H M H M  

 3 1H M   4 1H M  ,   3 1H M  -

   1 21 1 1,m   1M  —   
, max 12.u  
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 3 2H M   4 2H M   ,    

1 1,m   2M  —   , min 10.u  
 

 39.      0;0O   
 

2 2, 8 7 225 0.x y x xy y  (5.7)
 

. ,   , 0x y   -
  .   ,    -
  .  ;M x y  —    -

 (5.7).          
 

2 2; .x y OM x y  
 

        -
  ;x y    (5.7).    -

  ;x y   2 ;x y      
 : 

 
2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , ) 8 7 225 ,L x y t x y t x y x y t x xy y  

       (5.7),  -
     ( , ).x y  -

       : 
 

2 2

2 2 8 0
2 8 14 0

8 7 225 0.

x

y

t

L x t x y
L y t x y

L x xy y
 (5.8)

 
    ,   -

 t,  : 
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2
1,2

24 2 3 2 0 .
1 24 7

x x y x k k k k
y x y y

 

 
,  2      

. 

1) 2 2 .x x y
y

 

      (5.8),  -
 : 

 
2 2 2 24 16 7 225 0 5 225 0.y y y y  

 
        

. 

2) 1 2 .
2

x y x
y

 

 
     (5.8): 

 
2 2 2 216 28 225 0 5 5.x x x x x  

 
,  2   : 

 
1

1 1 1 1
1 1

15; 2 5 ; ;
4 9

xM x y t
x y

 

2
2 2 2 2

2 2

15; 2 5 ; .
4 9

xM x y t
x y

 

 
      

.      : 
 

2 2 ; 2 13 ; 8 .xx yy xyA L t C L t B L t  
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1)   1M  : 1
1 162 2 0;
9 9

A  1
4 0;
9

C

1
8 ;
9

B  2
1 1 1 1 0,AC B  . .    

 . 
     : 

 
2 2 2

1 1 1 1

2 2

2

4 4 4 .
9

xx xy yyd L M L M dx L M dxdy L M dy

dx dxdy dy
 

 
  (5.7)     dx  dy 

   1:M  
 

1 1 1 1, 0 0 2 8 8 14

0 2 .
x yx y dx dy x y dx x y dy

dx dy
 

 
, 

 
2

2 22
1

4 254 4 0
9 9

dy dyd L M dx dx
dx dx

   

2 2 0,dx dy    1M  —     
( , ).x y  

2)     2M    . 
 ,   ,  -

     dx  dy,    
 2

2d L M    2:M  
2

22 0,dx dy d L M    2M  —    
   ( , ).x y  

 :     O(0; 0)  -
 (5.7)  
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2 2
min 1 2 1 1 5M M x y  

     1M   2 ,M     (5.7). 
    ,   -

  2 1 32; 1; :mn m H H H  

 

2
1 1

0 18 5 36 50
18 5 16 9 8 9 0 0

36 5 8 9 4 9

x y

x xx xy

y xy yy

H M L L d L M
L L

 —  

; 

2
2 1

0 18 5 36 50
18 5 16 9 8 9 0 0

36 5 8 9 4 9

x y

x xx xy

y xy yy

H M L L d L M
L L

 — 

. 
 40.      A(0;3;3)  

    
 

2 2 2
1 , , 1 0,x y z x y z  (5.9)

2 , , 1 0.x y z x y z  (5.10)
 

.  ; ;M x y z  —     -
  (5.9)  (5.10).     M  

 A  
 

2 22; ; 3 3 .x y z AM x y z  
 

,     ,  ; ;x y z   
2

0 ; ; ; ; .x y z x y z    z  (5.10)  x, y  
        

   : 



54 

2 221 ; ; , 3 2 .z x y x y z x y x y x y  
 

         
 ,    : 

 
2 22 2 2( , , ) 3 2 .L x y t x y x y t x y xy x y  

 
   : 

 

2 2

2 2 2 2 1 0
2 3 2 2 2 1 0.

0

x

y

t

L x x y t x y
L y x y t x y

L x y xy x y
 (5.11)

 
    ,   -

 t,  : 
 

4 2 4 2 1 2 1.
2 4 2 2 1

x y x y x y
x y x y

 

 
      (5.11): 

 

2 2
1,2

0
2 1 2 1 2 1 0 3 2 0 .

2 3
y y y y y y y y y  

 
    : 

 

1 1 1

2 2 2

0 1; 0
,

2 3 1 3; 2 3
y x z

y x z
  

1 1
1 1 1 1 1

1 1

4 2 41; 0; 0 ; 8;
2 1
x yM x y z t
x y

 

2 2
2 2 2 2 2

2 2

4 2 41 3; 2 3; 2 3 ; 4.
2 1
x yM x y z t
x y
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     , 
     : 
 

4 2 ; 4 2 ; 2 .xx yy xyA L t C L t B L t  
 
1)  1 1 1 14 16 12 0; 12 0; 6;M A C B  

2
1 1 1 1 144 36 0,A C B  . . 1M  —   . 

2)  2:M 1 2 14 8 12 0; 12 0; 6;A C B  
2

2 2 2 2 144 36 0,A C B  . . 2M  —   -
,      (5.9)  (5.10) 

       0;3;3 .A   
  

2 22
min 2 2 2

2 2 2

3 3

1 9 2 3 3 2 3 3 11.

AM x y z
 

 
,          

  —      -
 . 
 . 1.    -

  2 21 2 2.z x y  
2.     ,   -

   2 ,z x y   ,  x  y -
  2 0.x y  

: 1 21;1 , 1; 1M M  —  ; 

3 1; 1M  —  . 
3.      2z x
2y xy    2 2 2 0.x y  

: 1 21;1 ; 1; 1M M  —  ; 

3 41;1 ; 1; 1M M  —  . 
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4.        -
,     : 2 2 2 0x y z  ( -
)  2 3 0x z  ( ). 

:   2  —   1;0; 1 ;A

1 21 3; 4 3;  
  3 2  —   3;0; 3 ;B  1 3;

2 12.  
 
5.3.   
 

,     -
,       ( -

 )    ,    -
 . 

 41.      -
 4z xy x y    OAB,   
0, 0, 8.x y x y  

. 
1)   ,    -

. : 
 

2 24 2 4 2 , 4 2 4 2 .x yz y xy y y x y z x x xy x y x  
 

     ,   -
   

 

4 2 0,
4 2 0.

y x y
x y x

 

 
,    0, 0,x y    -

 
2 4;

2 4,
x y

x y
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 4 4, .
3 3

x y     4 4,
3 3

  

 .      : 
 

4 4 4 4 644 .
3 3 3 3 27

z  

 
2)      : : 0;AO y

: 0OB x   : 8.AB x y  

  ;AO OB    4z xy x y   

.   ,AB   8y x   0 8x   
4z xy x y       

4 8 .z x x         

0,8 : 4 2 8 0,xz x   4.x     
4 8z x x     0,8     4: 0 0,x z

4 64, 8 0.z z  
3)       z  

  : 64
27

z    4 4, ;
3 3

 0z    

0,x 0;y  64z    (4,4).   
 

4, 4 64;z z  4 4 64, .
3 3 27

z z  

 
 42.      -

 3 2 22 4 2z x x y xy    ,  -
 2 , 4.y x y  

. 
  ,    : 
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26 8 2 0
2 2 0.

x

y

z x x y
z y x

 

 
   2   1 0;0M   

2 1; 1 ,M          . 
      z  . 

    : 
1) 2 4 2

1 , 2 2; , 4l x y x y x z z x y x x x  

 
34 8 0 0 0 0.z x x x z  

 
  0 0,z  2 32z   2 32,z  , 

  1l    2 32z     

0 0.z  

2) 3 2
2 , 2 2; 4 2 4 8 16l x y x y z x x x   

 
12

2

2 3
6 8 8 0

2,
x

z x x
x

     ( 1 2 3x ) 

  2;2 ,   222 3 16 ; 2 32.
27

z z  

       
  ,   ,   -

      , ,  
       

2; 4 32z z x y   0; 0 0.z z x y  
 

 . 1.    
 2( , ) 1 2 3.f x y x y  

2.       
3 3 3z x y xy    0 2; 1 2.x y  
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:   13z      
1 2; 1 ,M    1z      

: 2 31;1 0; 1 .M M  
 
 

6.  .   
-    

 
      - -

 .      . 
        -

    ( , )z f x y     

0 0 0; .M x y       2.1  2.2  
 8  9. 

    . 
 

 46.      -
 arctgz xy    0 (1;1).M

 . 

02
1 1 ;

1 1 21x x
yz z M
xy

 

02
1 1 ;

1 1 21y y
xz z M
xy

 

0 0 0
1 ( ).
2x ydz M z M dx z M dy dx dy  

 
        

 ,    -
.      3.1   

10–13. 
         

  .   .   3.1  
 19, 20. 
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     ; ; 0.F x y z    

      4.2 (  29  30). 
        -
.     32–34  -

 5.1. 
 , ,      

    .   -
    41  5.3. 

   . 
 47.     1z x

2 2x y    OAB,   0,x  0,y
1x y .    0;0 , 1;0 , 0;1 .O A B  

. 
1)   ,    -

. : 
1 2 , 2 0,x yz x z  

 ,      -
 . 

     : 
 

0 0 1
: ; , : ; , : ; .

0 1 0 1 0 1
y x x y

AO x y OB x y AB x y
x y x

 

2)   :AO  
21 1 2 0.z x x z x  ,  -

  1 1 2;0 .M       
 1M      : 

 
1 3 4, 1, 1z M z O z A .  

3)   [BO]: 
1 2 2 0,z y z  ,    -

 BO .       BO: 
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3, 1z B z O . 
4)   [AB]: 

23 3 3 2 0 3 2 0;1z x x z x x ,   -
    AB .     
  AB: 

 
3, 1z B z A .  

 
     z, ,  

max 3z z B       B(0; 1). 
 
 
7.  -   

   
 

 1.       
   ,z f x y     0 0 0; :M x y  

1) 2
0sin ; 1; 4 ;z xy M  

2) 0; 2; 1 ;yz yx M  

3) 2 2
0ln ; 1; 1 ;z x y M  

4) 2
0cos ; 4; 0 ;z x y x M  

5)
3

02 ; 1; 2 ;x yz M  

6)
2

02 ; 1;1 ;
1

xyz M
x

 

7)
2

0; 1; 0 ;x yz M
x y

 

8) 0sin ; 6; 1 ;z x y M  

9) 2 2
03 ; 1; 1 ;z x xy y M  



62 

10) 0

ln
; 1;1 ;

xy
z M

x y
 

11)
3 22

03 ; 1; 1 ;
y y

z x x M  

12) 2 2
0sin ; ;1 ;z y x y M  

13) 2 2
0ln ; 2; 1 ;z x x y M  

14) 0ln sin ; 1; 6 ;z x xy M  
15) 0tg ; 2; 2 ;z y x M  

16) 2 3
0sin cos ; 4; 4 .z x y M  

 2.      -
: 

1. cos44 sin92 ;  

2. 2 24,05 2,98 ;  

3. sin32 cos59 ;  

4. 5 31,02 0,97 ;  

5. cos59 sin 44 ;  
6. cos61 tg 46 ;  

7. 4 51,98 2,03 ;  

8. sin59 sin32 ;  

9. 2 23,02 3,98 ;  

10. sin32 ctg 47 ;  

11. 2 22,97 3,98 ;  

12. cos32 ctg 44 ;  

13. 5 32,05 2,98 ;  

14. sin 28 cos58 ;  

15. 4 53,02 1,98 ;  
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16. tg 44 cos58 . 
 

 3.      . 
1)    4 2, 4 3 3f x y x xy y   -

 2; 1M   ,   3    ox. 

2)    3 2, 5 2 3f x y x xy y   -

 2;2M     (1;4).a  

3)    , cos3 4sin 2f x y x y   -

 2; 2M     2, 3 .a  

4)    , 4cos5 2sin 2f x y x y   -

 2; 2M   ,   
3

   ox. 

5)    2 3, 6 4f x y x xy y    
1; 2M   ,   3    ox. 

6)    2 2, ln 3 5f x y x y    

3;2M     4; 1 .a  

7)    2 2, ln 5 2f x y x y    

1; 3M   ,   3    ox. 
8)      -
 3 3, 3f x y x y xy    M(2;1),    -
 . 

9)      -
 2 2,f x y x y    M(5;3),     

. 
10)      

 ,f x y xy    M(1; 2),     
. 



64 

11)    2 2( , ) lnf x y x y    

1;1       . 
12–16)        -

  ; .T T x y    12–16   
      0 1;1M   -
    : 

12) 2; 6 5 ;T x y x y  

13) ; sin ;T x y x y  

14) 2; 2 ;T x y x xy  

15) 2; 2 ;T x y y xy  

16) 2 3; 2 .T x y x y  
.      0M   

 ,  0
max 0 ,

T M
gradT M

l
  -

 ,l      0 .gradT M  
 4.       

  ; ; 0F x y z    : 

1) 2 2
0ln , 1;0;0 ;z x y M  

2) 03, 2;1;0 ;ze z xy M  
3) 2 2 2

01, 3;2;2 ;x y z M  
4) 2 2

02 2 , 1;1;1 ;z x xy y x y M  

5)
2

2
0, 2;1;1 ;

2
xz y M  

6) 08, 2;1;3 ;x y z z xy M  

7) 2 2 5
05, 1;1;2 ;z x xyz y M  

8) 2 2 2
014, 1;2;3 ;x y z M  

9) 2 2
0, 3;4;5 ;z x y M  
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10) 2 2
0, 1;1;2 ;z x y M  

11) 2 2
012, 3;2;5 .z x y M  

12–16)   ,   -
 , , 0F x y z      ( ):  
12) 2 2 2, , 3 2 21, : 6 4 0;F x y z x y z x y z  
13) 2, , 1, : 2 0;F x y z xy z xz x y z  
14) 2 2, , , : 2 4 5 0;F x y z x y z x y z  
15) 2 2 2, , 2 1, : 2 0;F x y z x y z x y z  
16) 2 2, , 2 , : 1 0.F x y z x y z x y z  
 

 5.     : 
1) , 2 2 4 ;z f x y xy x y  
2) 2 2, 2 8 2 ;z f x y x y x y  

3) 2 2, 3 6 ;z f x y x y x xy y  

4) 3 2, 2 3 8 ;z f x y x y x y  

5) 2 3, 2 4 ;f x y x xy y  

6) 3 2, 3 27 12 ;z f x y y x y x  
7) 2 3, 4 8 ;z f x y x xy y  

8) 2 3, 4 8 ;z f x y x xy y  

9) 2 2 2, , 2 4 6 ;u f x y z x y z x y z  

10) 2 2 3, , 3 2 12 ;u f x y z x y z x xy y z  

11) 2 2, 8ln 2ln ;z f x y x y x y  
12) 2 2, 3 4 24 3 26 1;z f x y x xy x y y  

13) 2 2, 4 24 16 4 34 1;z f x y x xy x y y  

14) 3 2 2, 3 4 2 2 6 18;z f x y x x xy x y y  

15) 3 2, 3 15 12 10;z f x y x xy x y  
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16) 2 2, 2 .x yz f x y e x y  

 6.       -
 . 

1.       3z
3 9 27   ,   0, 0,x y  4,x
4.y  

2.       25z x
24 2xy y   ,   2 2 5.x y  

3.       2z x y  
 ,   2 2 1.x y  

4.       2z x
22 2 8 5y x y   ,     -

 4 0.x y  
5.       2z x
2y xy x y   ,      

3 0.x y  
6.       2z x
2 4y xy x   ,      

2 3 12 0.x y  
7.       z xy

x y   ,   1,x  2,x  2,y  3.y  
8.       3z x
3 3y xy    0 2,x  1 2.y  
9.     2 4z x y y   -
,   3,x  0,y  0.y x  
10.       2p -

    . 
11.     , 2 2f x y x y   

 3 2 6,x y  3 3.x y  0 3,x  0.y   . 
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12.     , 3f x y x y   
 4,x y  0,x y  1,x  8.y   . 

13.     , 3f x y x y   
 3 2 6,x y  2 3,x y  0 4,x  0.y   . 

14.     , 3 2f x y x y  
  6,x y  0,y x  2,x  10.y   . 

15.       ,f x y

5 4 7x y    2 2, 25 16 400 .D x y x y  

16.       
, 3f x y xy x y       , 

  6; 0; 0.x y x y  
 
 

 
 

 1.   .  -
   .  

 
 1.     

arcsin .z x y       : 
1)      oxy,   

,   1y x   1;y x  
2)      oxy,   

 , 1 1; 1 1 ;x y x y  
3)      oxy,   

,   2 1y x   2 1;y x  
4)      oxy,   

,   y x   2;y x  
5)      oxy,   

,   2 2y x   2 2.y x  
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 2.      
2 2ln 4 .z x y       : 

1)      oxy,  
  , 2 2; 2 2 ;x y x y  

2)       oxy, 
   2     ; 

3)      oxy,   
 2 2, 1 2 ;x y x y  

4)      oxy,   
 , 1 1 ;x y x  

5)      oxy,   
  1     . 

 
 3.    : 

arccos .z x y       : 
1)      oxy,   

,   2 1y x   2 1;y x  
2)       oxy, 

   2     ; 
3)     oxy,  

,   1y x   1;y x  
4)      oxy,   

,   y x   2;y x  
5)      oxy,   

,   2 2y x   2 2.y x  

 4.     2arcsin .yz
x

 

     : 
1)      oxy,   

 2, ;x y y x  



 

2)      oxy,   
 2, 1 ;x y y x  

3)      oxy,   
 2, 1 ;x y y x  

4)      oxy, -
   2y x   2y x     

 ox      ; 
5)      oxy,   

 2, 1 1 .x y y x  

 
 5.     

2 2arccos 1.z x y       -
: 

1)      oxy,   
  1r      ; 

2)      oxy,   
  2r      ; 

3)      oxy,   
 , 1 1; 1 1 ;x y x y  

4)      oxy,   
 , 2 2; 2 2 ;x y x y  

5)      oxy,   
,     -

 1r   2r      . 
 

 6.    2 2
2 2

1, sinf x y x y
x y

 

  (0;0). 
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 2.  .   
.      

 
 1.    ,x yz M z M  -

 , sinz x y xy    M(1;2).    

.x yz M z M  
 

 2.       -
 : 

2
0, , 2;0 .xyz x y x e M     0 0 .x yz M z M  

 
 3.       -

 : 

0; 1;2 .z y x P     0 0 .x yz P z P  
 

 4.       -
 : 

0arctg ; 1;1 .z xy P     0 0 .x yz P z P  
 

 5.       -
 : 

1
0; 1;1 .x yz e P     0 0 .x yz P z P  

 
 6.    , -

  (1,02)3(0,97)2. 
 

 7.    , -

  2 24,05 2,93 .  
 

 8.    , -
  0,971,05. 
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 9.    10a  ,   
24b  .    ,   a 

  4 ,   b   1 .   -
      : 

)    ;  
)   . 

 
 3.   .   

     
 

 1.     0 1;0M    
    3 3 1 0.z xyz    -

 0 0 .x yz M z M  
 

 2.     0 1;1;2M    
    3 3 32 3x y z xyz  

2 3 0.y     0 0 .x yz M z M  
 

 3.    
2 2

ln x yz
xy

  -

 (6;8)l    M(1;2). 
 

 4.    2 2 2 ,z x xy x y  
  (3;4)l    M(1;1). 
 

 5.        
  2; 6 5 .T x y x y     

   0J gradT M    0 1;1 .M  
 

 6.        
  ; sin .T x y x y     
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   0J gradT M    0 1;1 .M  

    .J  
 

 7.        
  2; 2 .T x y y xy     

   0J gradT M    0 1;1 .M  
 

 4.    
 

 1.      -
 ; ; 0F x y z    : 

 
2 2ln ;z x y  (1; 0; 0). 

1) 3 2 2 0;x y z  
2) 2 2 1 0;x y z  
3) 2 2 1 0;x y z  
4) 2 2 0;x y z  
5) 3 2 2 0.x y z  
 

 2.      
; ; 0F x y z    : 

2 2ln ;z x y  (1; 0; 0). 

1) 1 2 3 ;
1 2 3

x y z  

2) 2 1 1;
2 2 1

x y z  

3) 2 1 2 ;
1 2 2

x y z  

4) 1 2 ;
3 1 2

x y z  
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5) 3 1 1.
4 2 1

x y z  

 
 3.      

; ; 0F x y z    : 
 

2 2 2 1;x y z  (3; 2; 2). 

1) 1 3 1;
2 1 2

x y z  

2) 1 2 1;
1 2 1

x y z  

3) 2 2 1;
2 1 2

x y z  

4) 3 2 2 ;
3 2 2

x y z  

5) 2 1 2 .
4 1 3

x y z  

 
 4.      -

 ; ; 0F x y z    : 
 

2 2 2 1;x y z  (3;2;2). 
1) 2 2,x y z  
2) 2 3 3,x y z  
3) 2 2,x y z  
4) 3 3,x y z  
5) 3 2 2 1.x y z  
 

 5.      
; ; 0F x y z    : 

 
2 22 2 ;z x xy y x y  (1; 1; 1). 
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1) 3 2 2 ;
3 2 2

x y z  

2) 2 2 3;
1 2 2

x y z  

3) 1 1 1;
1 2 1

x y z  

4) 2 1 2 ;
2 1 3

x y z  

5) 2 1 .
4 1 3

x y z  

 
 6.      -

 ; ; 0F x y z    : 
 

2 22 2 ;z x xy y x y  (1; 1; 1). 
1) 2 0,x y z  
2) 3 2 2,x y z  
3) 2 2,x y z  
4) 3 2 2 0,x y z  
5) 2 3.x y z  
 

 5.     
 

 1.     0 0;M x y  -

 2 2; 2 2 .f x y x x y      0 0.x y  
 

 2.     0 0;M x y  -

 2 2; 2 4 2 5.f x y x y x y      0 0.x y  
 

 3.     0 0;M x y  -

 2 2; 4 4 .f x y x y y      0 0.x y  
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 4.     2z x y   
 2 2 5.x y  

 5.     1 2z x y  
 1-   0, 0 .x y  

 
 

    
 

 1.   .  -
   .  

 
 1.      oxy, -

  ,   1y x   1.y x  
 2.      -

 oxy,    2     -
. 

 3.     oxy, -
 ,   1y x   1.y x  

 4.      oxy, 
   2y x   2 ,y x    -

  ox      . 
 5.      oxy, -

  ,    -
  1r   2r      . 

 6. 1. 
 

 2.  .   
.      

 
 1. 3. 
 2. –4. 
 3. 0. 
 4. 1. 
 5. 1. 



 

 6. 1,00. 
 7. 4,998. 
 8. 0,97. 
 9. 0,062; 0,065. 

 
 3.   .   

     
 

 1. 1. 
 2. –23/9. 
 3. –0,12. 
 4. 5,4. 
 5. 13. 
 6. 1. 
 7. 2. 

 
 4.    
 1. 2 2 1 0.x y z  

 2. 2 1 1.
2 2 1

x y z  

 3. 4) 3 2 2 .
3 2 2

x y z  

 4. 5) 3 2 2 1.x y z  

 5. 1 1 1.
1 2 1

x y z  

 6. 2 0.x y z  
 

 5.     
 1. 1. 
 2. 0. 
 3. 2. 
 4. max 5z    1 1;2 ;M  min 5z    2 1; 2 .M  

 5. 0;1 3.z z  
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