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1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
1.1. Основные понятия. Задача Коши 

 

Уравнение вида 
 

  , , ,..., 0,nF x y y y   (1.1)

где  y y x  — искомая функция от одной независимой перемен-

ной, называется обыкновенным дифференциальным уравнением 
(ОДУ) n-го порядка. Здесь n — порядок наивысшей производной, 
входящей в дифференциальное уравнение. Отметим, что если ис-
комая функция зависит от нескольких независимых переменных 
так, что уравнение содержит частные производные по нескольким 
переменным, то дифференциальное уравнение называют уравнени-
ем в частных производных. Любая функция  0 ,y y x  обращаю-

щая (1.1) в тождество, называется решением этого уравнения, а 
график этой функции — интегральной кривой. Если же решение 
задано в неявном виде  , 0,x y   то его называют интегралом. 

Решение уравнения (1.1) в общем случае зависит от n независимых 
произвольных постоянных 1,..., ,nC C  и общий интеграл уравне-
ния (1.1) имеет вид 

 

 1, , ,..., 0.nx y C C   (1.2)
 
Задача построения частного решения дифференциального урав-

нения (1.1), удовлетворяющего начальным условиям 
 

           1 1
0 0 0 0 0 0, , ..., ,n ny x y y x y y x y x      (1.3)

называется задачей Коши. 
В частности, общее решение дифференциального уравнения 

первого порядка имеет вид 
 

 , , 0.x y C   (1.4)
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Любое решение  0, , 0,x y C   получающееся из общего реше-

ния (1.4) при конкретном значении постоянной C, называется 
частным решением (или частным интегралом). 

Имеет место теорема (о существовании и единственности ре-
шения задачи Коши). Если в ОДУ первого порядка, разрешённом 
относительно производной 

 
 , ,y f x y   

функция  ,f x y  и ее частная производная f y   непрерывны в 

некоторой области D на плоскости oxy, содержащей некоторую 
точку  0 0, ,x y  то существует единственное решение этого уравне-

ния   ,y x   удовлетворяющее условию  0 0.y x y  

Особым решением ОДУ называют решение, которое не может 
быть получено из общего решения ни при одном частном значении 
произвольной постоянной. Особое решение изображается линией, 
которая в каждой своей точке касается по крайней мере одной ин-
тегральной кривой. Иначе говоря, в каждой точке особого решения 
нарушается единственность решения ОДУ. Особое решение нахо-
дят из системы уравнений:  

 

 
 

, , 0
.

, , 0

F x y y

F x y y y

 
    

 (1.5)

 
Отметим, что существует другой способ нахождения особого 

решения из системы уравнений (подробнее особые решения будут 
рассмотрены в п.1.6): 

 

 
 

, , 0
.

, , 0

x y C

x y C C

 
  

 (1.6)
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Контрольные вопросы и задания 
 

1. Проверьте, является ли функция 1 xy e
x

    решением урав-

нения 
 3 2 2.x y y x     

2. Найдите кривую семейства 1 2 cos ,y c x c x   для которой 
 

 (0) 1; 0 3.y y   

 
3. Составьте дифференциальное уравнение всех прямых на 

плоскости oxy. 
4. Составьте дифференциальное уравнение всех парабол с вер-

тикальной осью симметрии на плоскости oxy. 
 

Примеры решения задач 

 
Пример 1. Постройте общее решение ОДУ 
 

32 6sin3 ,y x x    
а также частное решение, удовлетворяющее начальному условию 
 0 1.y   

Решение. Интегрируя ОДУ с использованием свойств интеграла, 
а также метода подстановки, получаем общее решение: 

 

   3 412 6sin 3 2cos3 .
2

y x x x dx x x c      

 
Подберем постоянную c так, чтобы выполнялось начальное 

условие: 
 1 0 2 1.y c c       
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Следовательно, искомое частное решение имеет вид: 
 

  41 2cos3 1.
2

y x x x    

Пример 2. Подтвердите, что 3 cos3y x  является решением 

ОДУ ctg3 0.y x y   . 
Решение. Находим производную: 
 

3 2sin 3 cos 3 .y x x    
 
Подставим выражения для производной и функции в уравнение. 

В результате получаем тождество, которое служит ответом на по-
ставленный вопрос. 

Пример 3. Найдите общее решение уравнения  2
4 0.y y    

Постройте особое решение. 
Решение. Дифференциальное уравнение без труда интегрирует-

ся, общее решение имеет вид    2
y x x c   и оно представляет 

семейство парабол с вершиной в точке  0 ;0M c  оси абсцисс. 

С другой стороны, из системы (1.5) получаем особое решение 
  0,y x   которое не содержится в общем решении, и в точках этой 

линии нарушается единственность решения. 
 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
1. Получите общее решение ОДУ sin2 .y x   Выпишите частное 

решение, удовлетворяющее начальным условиям: 
 

   0 1; 0 0.y y   
 

(Ответ:   1 2
1 sin 2
4

y x x c x c     — общее решение; 

  1 1sin 2 1
4 2

y x x x     — частное решение задачи Коши). 
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2. Составьте дифференциальные уравнения следующих се-
мейств линий: 

 

а) 2 ;cxy e  б)  2
sin .y c x   

(Ответ: а)  ln 2 ;
y

y y
x

   б) 2
2 cos4 .

sin
xy

x
   

 
1.2. Дифференциальные уравнения  
с разделяющимися переменными 

 
Дифференциальными уравнениями с разделяющимися пере-

менными называют уравнения, приводящиеся к виду 
 

       1 1 2 2 0.A x B y dx A x B y dy   (1.7)

 
Разделим обе части уравнения на    2 1 0,A x B y   получаем 

уравнение 
 
 

 
 

1 2

2 1

0,
A x B y

dx dy
A x B y

   

общий интеграл которого имеет вид 
 

 
 

 
 

1 2

2 1

0.
A x B y

dx dy
A x B y

    (1.8)

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Какие из перечисленных уравнений являются ОДУ с разде-

ляющимися переменными: 
а)  2 1 3 sin ;x y y x xy    

б)   2 2cos2 sin ;x x y x y y x    

в) 32 .x y x yy e e     
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2. Найдите общее решение простейшего дифференциального 
уравнения с разделяющимися переменными: 

 
0.ydx xdy   

 
Примеры решения задач 

 
Пример 1. Решите уравнение 
 

2

2
1 1 0.
1

xyy
y

  


 

 
Решение. Разделим левую и правую части равенства на 

21 0,x   в результате приходим к уравнению с разделяющимися 
переменными 

2 2
,

1 1

ydy dx
y x


 

 

   1 22 21 1 1 arcsin ,
2

y d y x
      

 1 22
11 arcsin ,y c x      

2
11 arcsin 0,y c x     

 22
11 arcsiny c x    — общий интеграл уравнения. 

Пример 2. Решите уравнение 
 

22 .xyy y    
 
Решение. Прежде чем разделить обе части уравнения на 

 2 2 ,x y   заметим, что 2y    являются частными решениями. 

Если поделить обе части уравнения 2 2xyy y    на  2 2 0,x y    

то получим ОДУ с разделенными переменными: 
 



1. Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка 9

 

 

2
2 2

1 ln 2
2 2 2

ydy ydydx dx y
y x y x

     
    

2
2 2

1 2

2
ln 2

y
x c c y cx

x
        

— общее решение, где обозначено  1exp 2 .c c  

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
3. Решите уравнение с разделяющимися переменными 
 

2 21 1 0.x y yy x     

(Ответ: 2 21 1 .x y c     

4. Решите ОДУ с разделяющимися переменными 
32 .x yy    

(Ответ: 33 2 2 .y x c    

5. Решите ОДУ с разделяющимися переменными 

 2 2 1.x y y y     

(Ответ: 1 1ln 1 .
1

y c
y x

     
 

6. Проинтегрируйте ОДУ с разделяющимися переменными 
2

2
1 .
1

dx x
dy y


  

(Ответ: .
1
y c

x
cy
   

 

 
1.3. Однородные дифференциальные уравнения.  

Уравнения, приводящиеся к однородным 
 
Дифференциальное уравнение (1.1) называют однородным от-

носительно двух переменных, если его вид не меняется при одно-
временной замене (линейном растяжении с общим коэффициен-
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том) обеих переменных: ; .x kx y ky   Такие уравнения предста-
вимы в виде 

, 0,
y

F y
x

   
 

 (1.9)

и они решаются с помощью преобразования     ,t x y x y xt x    

которое приводит его к ОДУ с разделяющимися переменными. 
Уравнение вида 

    1 1 1

2 2 2

,
a x b y c

y f
a x b y c

       
 (1.10)

в котором 2 2
1 2 0c c   (т.е. коэффициенты 1c  и 2c  одновременно не 

обращаются в нуль), принято называть приводящимся к однород-
ному. 

Здесь возможны 2 случая: 

1. Если определитель 
1 1

2 2

0,
a b

a b
    то уравнение (1.10) при-

водится к однородному с помощью замены переменных 
 

, , ,
dy dy

x x y y
dx dx

       
 

    (1.11)

где постоянные   и   определяются из решения системы уравне-
ний 

1 1 1

2 2 2

0

0

a b c

a b c

   
     

 

2. Если определитель 
1 1

2 2

0,
a b

a b
    то уравнение (1.10) сразу 

приводится к уравнению с разделяющимися переменными 
подстановкой 
 

   1 1 1 1, .
dydzz x a x b y x a b

dx dx
     
 
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Контрольные вопросы и задания 
 
1. Какое ОДУ первого порядка называют однородным (относи-

тельно двух переменных)? Укажите подстановку, с помощью 
которой решается такое дифференциальное уравнение? 

2. Какие из перечисленных ниже являются однородными ОДУ 
либо приводящимися к однородным: 

а) lncos ;
3
y

y
x

   

б) 
2 5

;
y xy

xy
x y
 
  

в)    2 22 4 0;x xy dy x y dx     

г) 
2

2ctg 3 .
y y

y
x x

     
 

 

 
Примеры решения задач 

 
Пример 1. Решите однородное дифференциальное уравнение 
 

2 2
.

dy xy
dx x y


  

 

Решение. Сделаем замену   dy dty xt x t x
dx dx

     и подставим 

в исходное уравнение: 
 

3

2 3
.

1 1
dt t dt tt x x
dx t dx t

   
 

 

 
Разделяем переменные и проводим интегрирование: 
 

   3

3 3 2

1 1 1 1 ln
2

t dt dx dxdt t
t x t t x t


         
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2
1ln ln ln .

2
x c txc

t
      

 
Возвращаемся к исходным переменным, в результате получим 

общий интеграл уравнения: 
2

2
ln .

2
x cy
y

   

 
Пример 2. Решите однородное дифференциальное уравнение 
 

.y xxy xe y    
 
Решение. Ищем решение в виде   .y xt x y t xt      Подста-

вим последнее в исходное уравнение, которое без труда интегриру-
ется, и в результате получаем общее решение: 

 

  ln 0.t t t y xdxx t xt xe xt xt e e dt e cx
x

             

 
Пример 3. Решите дифференциальное уравнение 
 

2
.

2 2
dy x y
dx x

 
  

 
Решение. Сделаем замену (1.11) и подставим в наше уравнение: 
 

   
 

 
 

2 2
,

2 2 2 2 2

x y x ydy dy
dx dx x x

         
  

     
   

    (1.12)

 
Выберем ,   так, чтобы выполнялись условия 
 

2 0 1
1; 1 .

2 2 0 1

x x

y y

     
         



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В результате (1.12) принимает вид: 
 

1 1 ,
2 2 2

dy x y y
y

dx x x
   

       

т.е. получили однородное уравнение, которое мы умеем решать: 
 

  1 1
2 2

y xu x y xu u xu u u                 

 2 2ln 1 ln
1

du dx u x c
u x

      


   

 2ln 1 ln 2ln ln 1
1

y y x
x c x c

x x
                  

   — общее ре-

шение исходного дифференциального уравнения. 
Пример 3. Решите дифференциальное уравнение 
 

2 1
.

2 4 3
dy x y
dx x y

 
   

 
Решение. Имеем дифференциальное уравнение, приводящееся к 

однородному, причем  
1 2

0.
2 4

    

Сделаем замену  

2 1 2 ,
dydzz x y

dx dx
      

и подставим в исходное уравнение: 
 

1 1 1 4 1 ,
2 2 2 3 2 3

dz z dz z
dx z dx z

    
 

 

т.е. получили уравнение с разделяющимися переменными. Инте-
грируем: 
 

   2 3 1 5 1 1 5ln 4 1
4 1 2 2 4 1 2 8
z dz x c dz x c z z x c
z z
           
    
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   1 52 ln 4 8 1
2 8

x y x y x c        — общее решение диффе-

ренциального уравнения. 
 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 

Решите однородные уравнения и уравнения, приводящиеся к 
однородным: 

7. 2 2xdy ydx x y dx    

(Ответ:  2 3 2 .y cx cx    

8.    3 7 7 3 7 3 0y x dx x y dy       

(Ответ:     5 2
1 1 .x y x y c      

9.    2 1 2 4 3 0x y dx x y dy       

(Ответ:   ln 4 8 5 8 4 .x y y x c      

10.    2 1 2 3 0x y dx x dy      

(Ответ:   4 5
ln 2 3 .

2 3
y

x c
x
     

 

 

1.4. Линейные дифференциальные уравнения  
первого порядка. Уравнение Бернулли 

 
Линейным ОДУ первого порядка называется уравнение вида  
 

   .y P x y Q x    (1.13)
 

При этом, если   0,Q x   то уравнение  
 

  0y P x y    (1.14)

называют однородным, а в случае   0Q x   — неоднородным. От-

метим, что линейное однородное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка является уравнением с разделяющимися переменными. 



1. Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка 15

 

 

Имеет место 
Теорема. Если известно частное решение  y x  уравнения 

(1.13), то его общее решение имеет вид 
 

     0 ,y x y x y x   

где  0y x  — общее решение однородного уравнения (1.14). 

Для решения линейного неоднородного ОДУ (1.13) используют-
ся такие методы, как метод вариации произвольной постоянной, 
либо метод, основанный на подстановке Бернулли (позже эти 
методы мы продемонстрируем на конкретных примерах). 

На практике часто встречается дифференциальное уравнение 
Бернулли 

 
     , 0;1 .y P x y Q x y      (1.15)

 
При 0   уравнение (1.15) имеет тривиальное решение 

  0.y x   Если предположить, что   0,y x   то уравнение Бернул-

ли (1.15) приводится к линейному неоднородному ОДУ с помощью 
замены 

   1 1 .
dydzz x y y

dx dx
      

 
Отметим, что уравнение Бернулли можно решать, не осуществ-

ляя перехода к линейному уравнению путем подстановки 
  1,z x y  а применяя метод Бернулли. 

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Представьте общий вид линейного ОДУ первого порядка. 
2. Как связаны между собой общие решения линейного неодно-

родного ОДУ и соответствующего линейного однородного 
дифференциального уравнения?  
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Примеры решения задач 
 
Пример 1. Решите линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение 
 

3 6 .xy y x    (1.16)
 
Решение 
А) Метод вариации произвольной постоянной. Находим об-

щее решение соответствующего однородного дифференциального 
уравнения: 

 

223 6 .
dy dxxy y y cx
y x

       (1.17)

 
Далее ищется решение исходного неоднородного уравнения в 

виде (1.17), в котором произвольная постоянная заменяется неиз-
вестной функцией  c c x . В результате имеем:  

 
  2 2 2 ,y c x x y c x xc      

и после их подстановки в (1.16) приходим к дифференциальному 
уравнению с разделяющимися переменными относительно с(х): 
 

 3
02

13 .
3 3
dxx c x dc c x c
x x

          

 
Таким образом, получили общее решение уравнения (1.16): 

   2 2 2
0 0

1 .
3 3

xy c x x c x c x
x

      

Б) Метод Бернулли 
Ищем решение уравнения (1.16) в виде 

      .y x u x v x y u v uv       
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В результате получаем: 
 

     3 6 3 6 3 .x u v uv uv x u xv v xu v x            (1.18)
 
Приравнивая к нулю выражение в скобках в уравнении (1.18), 

найдем какое-либо частное решение   0:v x   

 
2 223 6 0 ln ln .dv dxxv v v cx v cx

v x
           

 
Положим для определенности 21 .c v x    
Подставим полученное частное решение в уравнение (1.18): 
 

2
02

13 .
3 3
dxxu x x du u c
x x

          

 
Итак, с помощью метода Бернулли получили общее решение 

уравнения (1.16): 
 

   2 2
0 0

1 1 .
3 3

y x uv x c c x x
x

      

 
Убеждаемся, что данное решение совпадает с полученным ранее 

на основе метода вариации произвольной постоянной. 
Пример 2. Решите линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение 
 

 1 .xy y x
x
    (1.18)

Решение. 
Решаем методом вариации произвольной постоянной. Находим 

сперва общее решение однородного дифференциального уравне-
ния 

  0
1 10 ln ln ,

dyx xy y dx y x x c
x y x
            (1.20)
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получаем общее решение однородного дифференциального урав-
нения: 

.xy cxe  (1.21)
 
Будем искать решение неоднородного уравнения в виде (1.21), в 

котором произвольная постоянная заменяется неизвестной функ-
цией  c c x .     ,x x x xy c x xe y c xe c e xe         и после их 

подстановки в (1.19) приходим к дифференциальному уравнению с 
разделяющимися переменными относительно с(х):  

 
  0 .x xc e c x c e        

 
Таким образом, получили общее решение уравнения (1.19): 
 

   0 0 .x x x xy c x xe c e xe c xe x         

 
Пример 3. Решите линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение первого порядка 
 

tgx sin2 .y y x    
 
Решение. 
Получим его решение методом вариации произвольной посто-

янной. Найдем сначала общее решение  однородного дифференци-
ального уравнения: 

   0 0 0

tgx 0 tgx

cossinln ln cos cos ,
cos cos

dy
y y dx

y

d xxdxy c x y x c x
x x

      

      
 

Ищем теперь решение неоднородного уравнения в виде: 
 

   cos cos sin .y x c x x y c x c x       
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После подстановки в исходное уравнение получаем: 
 

  0cos sin 2 2sin 2cos .c x x dc xdx c x x c         

 
Таким образом, получили искомое решение 
 

    2
0cos 2cos cos .y x c x x x c x     

 
Пример 4. Решите уравнение Бернулли 
 

22 .xy y y e    (1.22)
 
В начале отметим наличие для данного уравнения тривиального 

решения   0.y x   Разделим обе части на  2 0,y x   в результате 

получаем:  

2
2 ,xy

e
y y

   2.   

Применяем подстановку   1
2

1 ,
y

z x y z
y y

       которая 

приводит исходное дифференциальное уравнение к линейному не-
однородному уравнению относительно z(x): 

 

2 .xz z e     (1.23)
Используем подстановку Бернулли: 
 

.z uv z u v uv       
 
Подставим в уравнение (1.20): 
 

   2 2 .x xu v uv uv e u v u v v e             
 

Полагая выражение в скобках равным нулю, находим какое-
либо частное решение v(x): 
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22 0 .xv v v e      
 
Подставим его в последнее дифференциальное уравнение отно-

сительно u(x): 
 

2
0.x x x xu e e u e u e c           

 
Выписываем общее решение уравнения (1.19): 
 

    12 2 2
0 0 0

1 .x x x x x xz uv e e c e c e y e c e
z

          

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
Найдите общие решения линейных дифференциальных уравне-

ний первого порядка: 

11.  32
1

1
y

y x
x

   
  

(Ответ:     4 2
2 1 1 .y x c x     

12. xy y e    

(Ответ: ).xe y x c   
Проинтегрируйте следующие уравнения Бернулли: 
13. 3 3y xy x y    

(Ответ:
22 2 1 1 .xy x ce

       
 

14.  ln 2y x ydx xdy   

(Ответ:   2 2ln 1 4 .y cx x    
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1.5. Уравнение Риккати 
 
ОДУ первого порядка, разрешенное относительно производной  
 

     2y a x y b x y c x     (1.16)

называется уравнением Риккати. Здесь      , ,a x b x c x  — задан-

ные непрерывные функции. 
Имеет место теорема: если известно какое-либо частное реше-

ние 1y  уравнения (1.16), то его общее решение можно представить 
в виде 

1 ,y y u   (1.17)
где u — решение  следующего уравнения Бернулли: 

 

     2
12 .u a x u a x y b x u       (1.18)

 
Как известно, подстановка 1z u  преобразует уравнение Бер-

нулли (1.18) в линейное дифференциальное уравнение, допускаю-
щее интегрирование. 

Отметим, что не существует строгого алгоритма для определе-
ния частного решения, так как частное решение y1 определяется 
видом функций a(x), b(x), c(x). 

Приведем некоторые распространенные на практике частные 
случаи уравнения Риккати. 

1. Пусть a,b,c — постоянные величины. В этом случае уравне-
ние Риккати (1.16) приводится к уравнению с разделяющи-
мися переменными: 

2
2

.
dy dy

ay by c dx
dx ay by c

    
    

2. Пусть      0 0const; 0; .na x a b x c x c x     

Тогда (1.16) принимает вид: 
 

2
0 0 .ny a y c x    (1.19)
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Если при этом 0,n   то получаем уравнение с разделяющимися 
переменными. Если же 2,n    то уравнение Риккати (1.19) с по-

мощью подстановки 1y z  преобразуется в однородное диффе-
ренциальное уравнение, которое тоже можем интегрировать 
(см. п. 1.3). Отметим, что уравнение (1.19) можно решить также 
при  4 1 2 ,n k k   где 1, 2, 3,...k      В этом случае общее реше-

ние выражается через цилиндрические функции. 
Пример 4. Решите дифференциальное уравнение 
 

2 1.y y y     

 
Решение. Имеем частный случай уравнения Риккати, который 

без труда интегрируется: 
 

   
2

2 22 2
1

3 31 1
2 2 2 2

dy dy dy
y y dx dx

dx
y y

       
         
   

   

2 12 arctg .
3 3

y
x c

    
 

 

 
Пример 5. Решите уравнение 
 

2
2

2 .y y
x

     (1.20)

 
Решение. Имеем частный случай уравнения Риккати 

  0 01; 0; 2 ; 2 .na b x c x n      Получим его решение двумя спо-

собами. 
1-й способ. С помощью подстановки 1y z  исходное уравне-

ние приводится к однородному уравнению: 
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 2
1 1 2 .y z z z x     

 
Используем замену переменных   ,z t x x  которое приводит к 

уравнению с разделяющимися переменными: 
 

2
2

; 1 2
2 1

dt dxz tx z t x t t x t t
t t x

           
  

 

 2 1 12
2 2

dt dx
xt t


      2 2

1
2 1 3

4 4

dt dx
x

t
  

 
 

3
1

1 4 4 4 4ln ln ln ln
3 2 4 2 4

t tx c x c
t t

       
   

 
 
 

3 3
1 0 03

2 2
2 2 2 2ln

21 2 1 2

z
xt x zc c x c x

x zzx t
x


       

 
 

 
 

 
 

3 3
0 0

3 3
0 0

2 2 11 .
2 1 2

x c x c x
z y

zc x x c x

 
    

 
 (1.21)

 
2-й способ. Будем искать решение исходного уравнения, соглас-

но (1.17), в виде 
 

1 ,y y u   
где u — решение следующего уравнения Бернулли: 
 

2
12 .u u y u     (1.22)

Будем искать частное решение 1y  уравнения (1.20) в виде 

2
1 1 .y c x y c x     

Подставим последнее в (1.22), в результате получаем: 

 2
2

1,22 2

22 2 0 .
1

c c c c c
x x x


          
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Выберем 12 2c y x    и подставим в уравнение (1.22): 
 

24 .u u u
x

     

 
Применяем подстановку 1 ,u z u z z      которая приводит 

к линейному неоднородному уравнению относительно z(x): 
 

4 1.z z
x

    (1.23)

 
Последнее уравнение решаем методом вариации произвольной 

постоянной — находим сначала решение соответствующего одно-
родного уравнения: 

 
4

1
4 4 .dzz z dx z c x
x z x

       

 
Ищем теперь решение неоднородного уравнения (1.23) в виде: 
 

  4 4 3
1 1 14z c x x z c x c x      

и подставим в (1.23), в результате получаем общее решение урав-
нения (1.20):  

 

   
4

1 0 03 3
0

1 1 3
3 3 1 3

xc x c z c x u
x z x c x

          
 

 
  

 
3

0
1 3

0

6 1
,

1 3
c x

y y u
x c x

   
 


  

причем получили решение, которое совпадает с полученным ранее 
формулой (1.21), в которой нужно положить 0 03 2.c c  
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
11. Решите уравнение Риккати 
 

2 22 ,x x xy y e y e e      

если известно его частное решение 1 .xy e  

(Ответ:   1 .xy x e
c x

 


 

 
1.6. Уравнения в полных дифференциалах.  

Интегрирующий множитель 
 
Пусть дано ОДУ первого порядка, разрешенное относительно 

производной: 
 

   , , 0.M x y dx N x y dy   (1.24)

 
Если левая часть уравнения (1.24) есть полный дифференциал 

некоторой функции  , ,U x y  то (1.24) называют уравнением 

в полных дифференциалах. Уравнение (1.21) в этом случае можно 
переписать так: 

 
   , 0 ,dU x y U x y c    — общий интеграл. 

 
Теорема. Пусть функции  ,M x y  и  ,N x y  определены и не-

прерывны в некоторой односвязной области D  и имеют непрерыв-
ные частные производные по х и у соответственно. Для того чтобы 
(1.24) было уравнением в полных дифференциалах, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялось тождество  

 

.M N
y x

 
   (1.25)
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Пусть уравнение (1.24) не является уравнением в полных диф-
ференциалах. Если при этом существует непрерывно-дифференци-
руемая функция  , ,x y    такая что после умножения уравнения 

(1.24) на  ,x y  получаем уравнение в полных дифференциалах 

 
      0,Mdx Ndy M dx N dy        

то есть 

             
   

,
M N M NN M
y x x y y x

                    
 (1.26)

то функцию  ,x y    называют интегрирующим множителем 

уравнения (1.24). 
Если из каких-либо соображений известно, что   ,     где 

 ,x y    — заданная функция, то уравнение (1.26) сводится к 

линейному ОДУ относительно неизвестной функции  :   

 

  ,
d
d
   
  (1.27)

где предполагается, что 
 

  M N N M
y x x y

                   
 

— есть функция только от .  
Решая уравнение (1.27), находим интегрирующий множитель 

  exp ,d      в которой постоянная интегрирования 1.c   

В частности, уравнение (1.24) имеет интегрирующий множитель 
 x    (то есть ),x   если 

 

    , exp ,M N N x x dx
y x

             (1.27)’
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и, соответственно, уравнение (1.24) имеет интегрирующий множи-
тель  y   (то есть ),y   если 

 

      , exp .M N M y y dy
y x

              (1.27)’’

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Установите тип каждого из нижеприведенных обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка (ОДУ с раз-
деляющимися переменными; однородное ОДУ; линейное 
ОДУ; уравнение Бернулли; уравнение в полных дифферен-
циалах): 

А) 1 sin 2 ;
2

xy y
x x

    

Б)  3 2 ;x y y x y    

В)  
3

2 2 7
2 0;

y
x xy dx y dy

x
     
 

 

Г)    2 33 cos sin 2 0;x y x dx y x dy     

Д)  2 25 .x y y y y    
 

Примеры решения задач 
 
Пример 1. Решите дифференциальное уравнение 
 

   8 3 0.yx y dx e x dy     
 

Решение.    , 8 ; , 3 1,y M NM x y x y N x y e x
y x

        
   

то есть имеем уравнение в полных дифференциалах. 
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Выпишем систему уравнений для определения  , :U x y  

 
8

.
3 y

U x x y

U y e x

   
   

 (1.28)

 
Из первого уравнения получаем 
 

   2, 4 ,U x y x xy c y    

где c(y) — произвольная функция интегрирования. Подставив во 
второе уравнение системы (1.28), получим уравнение для опреде-
ления c(y): 

  03 3 .y yc e c y e c        

 
Следовательно, функция  ,U x y  имеет вид 

 
  2

0, 4 3 ,yU x y x xy e c     

 
И общий интеграл принимает вид 
 

2
14 3 .yx xy e c    

 
Пример 2. Решите дифференциальное уравнение 
 

 2 cos 0.x x y dx xdy     

Решение.    2, cos ; , 1; 1,M NM x y x x y N x y x
y x

        
 

т.е. уравнение не является уравнением в полных дифференциалах. 
Однако уравнение допускает интегрирующий множитель, завися-
щий от x: 

         22 .
dM N N x x x x

y x dx x
                
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В результате интегрирования получаем:   21 .x x   

Итак, получили систему для определения U(x, y): 
 

2
cos

.
1

yU M x
x x

U N
y x

      
    



 

 
Из второго уравнения находим 
 

   ,
y

U x y c x
x

    

и подставляем в первое уравнение: 
 

    0cos sin .c x x c x x c        

 
Следовательно,  
 

  0, sin ,
y y

U x y c x c
x x

      

и общий интеграл принимает вид: 
 

 1 1sin sin .
y

x c y x x c
x
      

 
Пример 3. Решите дифференциальное уравнение 
 

 2 0.y xy dx xdy    

 
Решение. Нетрудно убедиться, что уравнение допускает инте-

грирующий множитель, зависящий от y: 

 2; 1 2 ; 1 2 1 .M N M NM y xy N x xy xy
y x y x

               
     
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Следовательно, уравнение допускает интегрирующий множи-
тель  :y    

 

     

2ln
2

2

2 1exp .y

M N M y y y
y x

dy e
y y



            
         

 

Итак, имеем систему для определения  , :U x y  

 

2

1 xyU M
x y

U xN
y y

     


    


 

 
Из первого уравнения находим 
 

   2
,

2
x xU x y c y
y

     

и подставляем во второе уравнение: 
 

    00 .c y c y c     

 
Следовательно,  
 

  2

0, ,
2

x xU x y c
y

     

и общий интеграл принимает вид: 
 

2

1 2
1

2 .
2 2

x x xc y
y x c

     

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Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
Решите следующие уравнения в полных дифференциалах: 
15.  3y x y y   

(Ответ: 4 4 ).y xy c   

16.    2 3 2 22 3 2 3 2 0xy x dx x y y dy     

(Ответ: 4 2 2 33 ).x x y y c    

17. 
 

2 2

2 0
x dy y dx

x y

 


 

(Ответ: .
xy

c
x y

  
 

 
1.7. Особые решения дифференциального уравнения  
первого порядка. Уравнения Клеро и Лагранжа 

 
Пусть дифференциальное уравнение первого порядка 
 

 , , 0F x y y   (1.29)

имеет общий интеграл в виде однопараметрического семейства 
кривых на плоскости 
 

 , , 0.x y C   (1.30)

 
Некоторую линию L назовем огибающей однопараметрическо-

го семейства кривых (1.30), если она в каждой своей точке касает-
ся какой-либо линии семейства, причем в различных точках 
линии L ее касаются различные линии данного семейства. 

Предположим, что семейство интегральных кривых (1.30) имеет 
огибающую. Очевидно, что огибающая также является интеграль-
ной кривой дифференциального уравнения (1.29).  

Так как огибающая не является, вообще говоря, кривой семей-
ства интегральных кривых, то ее уравнение не может быть получе-
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но из общего интеграла (1.30) ни при каком конкретном значении 
параметра С. Решение дифференциального уравнения, не получа-
ющееся из общего интеграла ни при каком значении С и имеющее 
своим графиком огибающую семейства интегральных кривых, вхо-
дящих в общее решение, называется особым решением дифферен-
циального уравнения.  

Для нахождения особого решения необходимо продифференци-
ровать (1.29) по параметру С (см. п. 1.1): 

 
 , , 0,c x y C   (1.31)

и исключить С из системы (1.30), (1.31). В результате приходим 
к уравнению 

 1 , 0.x y   (1.32)

 
Если функция (1.32) удовлетворяет дифференциальному урав-

нению и не принадлежит семейству (1.30), то это и есть особый 
интеграл. 

Заметим, что в каждой точке особого решения нарушается един-
ственность решения исходного дифференциального уравнения. 

Рассмотрим уравнение Клеро:  
 

.
dy dy

y x
dx dx

    
 

 (1.33)

 

Положим ,
dy

p
dx

  тогда уравнение (1.32) примет вид:  

 
 .y xp p    (1.33)’

 
Продифференцируем последнее уравнение по x и, учитывая, что 

  ,
dy

p p x
dx

   получаем: 
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 
 

1) 0
0 .

2) 0

dp
dp dxx p
dx

x p

          

 (1.34)

 
1) В этом случае получаем, что .p C  Подставляя в (1.33)’, 

находим его общий интеграл: 
 

  ,y xC C    (1.35)

представляющий собой семейство прямых. 
2) Из второго уравнения (1.34) найдем p как функцию от x 

и подставим в (1.33), в результате получаем решение уравне-
ния Клеро: 

    .y xp x p x    (1.33)’’

 
Решение (1.33)’’ не получается из общего интеграла (1.35) ни 

при каком значении c. Это есть особое решение — оно получается 
в результате исключения параметра p из системы 

 

 
 

.
0

y xp p

x p

 
   

 

 
Рассмотрим далее уравнение Лагранжа: 
 

    ,y x y y      (1.36)

где  y  и  y  — известные функции. 

Это уравнение линейно относительно y и x. Заметим, что урав-
нение Клеро является частным случаем уравнения Лагранжа при 
  .y y    Для интегрирования (1.36) вводим вспомогательный 

параметр ,y p   которое приводит исходное уравнение к виду 
 

   .y x p p    (1.36)’
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Дифференцируя по x, получим: 
 

      .
dp

p p x p p
dx

         (1.36)’’

 
Из последнего уравнения сразу можно найти некоторые реше-

ния: 
Оно выполняется тождественно, если положить 0 ,p p const   

так что 0p  удовлетворяет условию   0.p p   Решение, соответ-

ствующее каждому значению 0 ,p p  находится из (1.36)’: 
 

   0 0 .y x p p     

 
Если окажется, что это решение не получается из общего ни при 

каком значении произвольной постоянной, то оно, как отметили 
ранее, будет особым решением. 

Найдем теперь общее решение, для чего перепишем уравнение 
(1.36)’’ в другом виде: 

 
 
 

 
  .

p pdx x
dp p p p p

  
 

 
 

 
Полученное уравнение будет линейным дифференциальным 

уравнением относительно функции  .x x p  

Решая его, находим: 
 

 , .x x p C   (1.37)

 
Исключая параметр p из (1.36)’ и (1.37), получим общий инте-

грал уравнения Лагранжа: 
 

 , , 0.x y C   
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Контрольные вопросы и задания 
 
1. Запишите общий вид дифференциальных уравнений Клеро и 

Лагранжа. Как связаны между собой эти уравнения? 
2. Какое решение дифференциального уравнения первого по-

рядка называется особым? 
 

Примеры решения задач 
 
Пример 1. Найдите особое решение уравнения 
 

 2 2 21 .y y R   

 
Решение. Найдем сначала общий интеграл: 
 

2 2

.
R ydy

dx y


   

 
Последовательно разделяя переменные и интегрируя, получаем: 
 

2 2
,

ydy
dx

R y
 


 

 2 2 2 .x C y R    

 
Следовательно, семейство интегральных линий представляет 

собой семейство окружностей радиуса R с центрами на оси абс-
цисс. Огибающей этого семейства кривых, как нетрудно убедиться, 
будет пара прямых ,y R   являющихся особым интегралом. 

Пример 2. Решите уравнение Клеро 
 

21 .y xy y     

Решение. Заменяя y  на С, получаем общее решение: 
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21 .y xC C    
 
Дифференцируем последнее уравнение по с, в результате имеем: 
 

2
0,

1
Cx

C
 


 или 

2
.

1
xC

x



 

 
Подставляем последнее соотношение в общий интеграл, в ре-

зультате получаем особое решение: 
 

2 2 1.y x   
 
Пример 3. Решите уравнение Лагранжа 
 

2 2.y xy y    
 
Решение. Положим 2 2.y p y xp p      Далее дифференциру-

ем по х: 

 2 2 1 .
dp

p p p x
dx

    (1.38)

 
Находим сначала особые решения: 
 

 

 

1
02

2
0

0
.

1

p
p p

p

 
  


 

 
Им соответствуют решения вида 0y   и 1.y x   Будут ли эти 

функции частными или особыми решениями — в этом мы убедим-
ся после того, как найдем общий интеграл. Перепишем уравне-
ние (1.38) в другом виде: 
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2 2 ,
1 1

dx x
dp p p

 
   

т.е. получили линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние относительно  .x x p  Его решение имеет вид: 
 

 
2

21 .
1

Cx
p

  


 (1.39)

 
Исключая p из (1.36)’, (1.39), получим общий интеграл: 
 

 2

1 .y C x    

Теперь можем убедиться, что 0y   будет особым решением ис-

ходного дифференциального уравнения, а 1y x   — его частное 
решение. 

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
Проинтегрируйте следующие уравнения Клеро: 
18. .y xy y    

(Ответ: общее решение: ).y cx c   

19. 1 .y xy
y

    

(Ответ: общее решение 1 ;y cx
c

   особое решение 2 4 .y x  

20. 2
1 .y xy
y

    

(Ответ: общее решение 
2

1 ;y cx
c

   особое решение

3 227 .
4

y x   

Найдите общие интегралы уравнений Лагранжа: 
21. 22 .y xy y    
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(Ответ: общее решение 
3

2

22 ; .
3 3 3

c pcx p y
p p

    


 

22.   21 .y x y y     

(Ответ: общее решение 2 2;px ce p  

  21 2 .py c p e p     

23. 2 2 .y yy xy    

(Ответ: общее решение 2 24 4 .cx c y   

 



 
 

2. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 
2.1. Уравнения, допускающие понижение порядка 

 
1. Случай непосредственного интегрирования. Если ОДУ имеет 

вид  
     , 1ny f x n   (2.1)

то его решение находят непосредственным n-кратным инте-
грированием. 

2. Если ОДУ не содержит искомой функции и ее производных 
до  1k  -го порядка включительно, то есть  

 
        1, ,..., , 1 1 ,n k ny f x y y k n     (2.2)

то его порядок может быть понижен сразу на k единиц с по-
мощью подстановки    .ky z x  

3. Если исходное ОДУ не содержит явно независимой перемен-
ной x, то порядок этого уравнения можем понизить на еди-
ницу, сделав замену  .y z y   

4. Пусть ОДУ однородно относительно независимой перемен-
ной (т.е. вид дифференциального уравнения не меняется при 
преобразовании растяжения-сжатия по независимой пере-
менной:  , 0 .x x     Тогда порядок уравнения с помо-

щью замены  y z y x   понижается на единицу. 

5. Если ОДУ однородно относительно зависимой переменной 
(т.е. вид дифференциального уравнения не меняется при пре-
образовании растяжения-сжатия по зависимой переменной: 

 , 0 ,y y     то порядок уравнения понижается на едини-

цу с помощью замены   .z x y y  

6. Если ОДУ однородно одновременно относительно двух пе-
ременных (т.е. не меняется при одновременном преобразова-
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нии , ,x x y y      то применяется подстановка   ,w x y x  

упрощающая алгоритм построения искомого решения. 
7. Рассмотрим обобщенно-однородное ОДУ (т.е. вид диффе-

ренциального уравнения не меняется при одновременном 
преобразовании по обеим переменным), но с разными коэф-
фициентами растяжения:  , , 1 ,kx x y y k       то замена 

 ,t ktx e y u t e   приводит исходное дифференциальное 

уравнение к уравнению, не содержащему независимой пере-
менной t, и следовательно, допускает понижение порядка на 
единицу. 

Чуть подробнее на перечисленных методах решения ОДУ — 
применительно к нелинейным уравнениям — остановимся в п. 5. 

 

Контрольные вопросы и задания 
 
1. Подтвердите, что ОДУ одновременно может быть однород-

ным как относительно одной из переменных, так и относи-
тельно двух переменных. Приведите пример. 

2. Исследуйте ОДУ 

2 0.y y y    
Укажите подстановку, с помощью которой возможно провести 

интегрирование уравнения. 
 

Примеры решения задач 
 
Пример 1. Найдите общее решение уравнения 
 

0.xy y    
 

Решение. Интегрируя уравнение непосредственно два раза, по-
лучаем общее решение: 

 
2

1
1 1 2.

2
dy dy c xdx y c x c xdx y c
y x y
          
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Пример 2. Найдите общее решение уравнения 
 

2 0.y y y    
 
Решение. Имеем автономное дифференциальное уравнение, по-

тому можем использовать подстановку 
 

  ,y z y y z z      

 
В результате получаем: 
 

1 1

22

2
2 2 3

0

0 0

2 .

z y c

dy cdzyzz z yz z z yy
z y y

c y c x c

  


               

      

 

 
Общее решение имеет вид 
 

2
20 3,y c x c   

где 20 3,c c  — произвольные постоянные. 
Пример 3. Решите неоднородное дифференциальное уравнение 

2-го порядка  
 

2 2 .yy y yy     
 
Решение. Ниже представим его решение с помощью трех спосо-

бов. 
1 способ. Имеем дифференциальное уравнение, однородное от-

носительно y, следовательно, можем применить следующую под-
становку: 

 
       2, .z x y y y z x y y z y z zy z z y            
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В результате получаем: 
 

   
2 22 2 0 ,

2 1

y o
z z z y

z z z


         

 

    1
1 1 12 2 ln 2

11
dz zdx dz dx x c

z z zz z
          


  

2
1

1 xz c e
z

    2
11 1xz c e  

2
1

1
1 x

y
z

y c e


  


 

2

2
1

x

x
e

e c
 

  1 22
2 1ln xc e c y       

 1 22
2 1 ,xc e c   

или  2 2 2
2 1 ,xy c e c   т.е. получили общее решение. 

2 способ (метод непосредственного интегрирования): 
 

   

 

2 2
1 2

1

2 2 2
1 2 1 2

1 ln .
2

x

ydy
yy y yy y c dx

y c

y c x c y c c e

        


      
 

 

Таким образом, получили общее решение задачи, которое сов-
падает с полученным выше решением (с точностью до обозначений 
произвольных постоянных интегрирования). 

3 способ. Имеем автономное дифференциальное уравнение, 
а значит, можем применить подстановку   ,y z y y z y z z         

и подставить в исходное уравнение: 
 

       2

1

2 2 0

0,

2

y zz z y z z yz z y

y y c первое решение

yz z y

       

   
   

 

 
Решаем последнее уравнение методом вариации произвольной 

постоянной. Сначала находим решение однородного уравнения: 
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 1 1
00 ln ln .

dy c cdzyz z z z y
z y y y

           

 
Строим решение последнего уравнения в виде: 
 

   1 1 1
2

,
c y c cz y z

y y y
     

в результате получаем: 
 

     
 

2
1 1 10

2
1 10

2
10

2c y y c y y c z y

c y y c ydy
dx

y y y c

      

    


 

2 2
10 20 ,xy c с e   т.е. решение совпадает с решениями, представлен-

ными выше. 
 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
1. Решите дифференциальное уравнение второго порядка мето-

дом понижения их порядка 
 

2 1.y y y    

(Ответ: 2
1 2

1 .
2

x y c c    

2. Постройте общее решение для простейших дифференциаль-
ных уравнений: 

а) 2
8 ;y
y

   б) 22 .xy   

(Ответ: а)  2 2
1 2 1 8;c x c c y    б) 2 2

1 2 3
1 .
8

xy e c x c x c     
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2.2. Линейные дифференциальные уравнения  
высших порядков. Фундаментальная система решений.  

Метод вариации произвольной постоянной 
 
Система функций      1 1 2 2, ,..., n ny x y x y x       называет-

ся линейно зависимой на (a,b), если существуют постоянные 

1 2, ,..., ,nc c c  не все равные нулю  2 2 2
1 2 ... 0 ,nc c c     такие что 

1 1 2 2 ... 0n nc y c y c y     при всех  , .x a b  В противном случае 

система функций называется линейно независимой. 
Если определитель Вронского 
 

 

     

1 2

1 2

1 1 1
1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n n
n

y y y

y y y
W x

y y y  

  
  

для системы функций      1 2, ,..., ny x y x y x  не равен нулю хотя бы 

в одной точке  , ,x a b  то эта система функций линейно незави-

сима. 
Общее решение однородного линейного дифференциального 

уравнения 
       1

1 ... 0n n
ny P x y P x y     (2.3)

с непрерывными коэффициентами    1,2,...,iP x i n  имеет вид 

 

1 1 2 2 ... ,n ny c y c y c y     

где      1 2, ,..., ny x y x y x  — система линейно независимых реше-

ний уравнения (2.3) (или, другими словами, фундаментальная си-
стема решений). 

Общее решение неоднородного линейного дифференциального 
уравнения  

                1
1 ...n n

ny P x y P x y f x     (2.4)
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с непрерывными коэффициентами    1,2,...,iP x i n  и правой ча-

стью f (x) имеет вид 
 

0 ,y y y   

где 0y  — общее решение соответствующего однородного уравне-

ния (2.3), а y  — частное решение неоднородного уравнения (2.4). 
Если известна фундаментальная система решений однородного 

уравнения (2.3), то общее решение соответствующего неоднород-
ного уравнения (2.4) может быть найдено методом вариации про-
извольной постоянной в следующем виде 

 

     1 1 2 2 ... ,n ny c x y c x y c x y     

где функции    , 1,2,...,ic x i n  определяются из системы уравне-

ний 
 

     
     

           

             

1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

... 0

... 0

....................................................................

... 0

...

n n

n n

n n n
n n

n n n
n n

c x y c x y c x y

c x y c x y c x y

c x y c x y c x y

c x y c x y c x y f x

  

  

      


        



     

     

.




 (2.5)

 
Контрольные вопросы и задания 

 
1. Исследуйте на линейную зависимость следующие системы 

функций: 
а) x, x + 1; б) 2 2sin , cos ,1.x x  
2. Найдите определитель Вронского для системы 

функций     2
1 2,y x x y x x   и убедитесь, что система 

функций линейно независима.  
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Примеры решения задач 
 
Пример 1. Методом вариации произвольных постоянных 

найдите общее решение линейного неоднородного уравнения 
 

1 .
cos

y y
x

    

 
Решение. Нетрудно убедиться, что 1 2cos , siny x y x   — фун-

даментальная система решений однородного уравнения 0.y y    
Следовательно, 

 0 1 2cos sin .y x c x c x   

 
Будем искать общее решение неоднородного уравнения в виде 
 

     1 2cos sin .y x c x x c x x   

 
Выпишем систему (2.5) для определения  1 ,c x   2 :c x  

 

   
     

1 2

1 2

cos sin 0

1sin cos
cos

c x x c x x

c x x c x x
x

   


   
 

 
Умножим первое уравнение на sin x, а второе — на cos x и сло-

жим, в результате получаем: 
 

 
 

 
 

2 2 4

1 31

1

ln coscos sin

c x c x x c

c x x cc x x x

            
 

Ответ: 

         
   

1 2 3 4cos sin ln cos cos sin

,o

y x c x x c x x x c x x c x

y x y x

      

 
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где  0 3 4cos siny x c x c x   — общее решение однородного уравне-

ния, а sin cos ln cosy x x x x     — частное решение неоднородно-

го уравнения. 
Пример 2. Найдите общее решение уравнения 
 

.
y

y x
x
    

 
Решение. Найдем сначала общее решение однородного уравне-

ния: 
 

2
1 2

1 ln ln ln .
y

y x c y cx y c x c
y x
           

 
Ищем общее решение неоднородного уравнения в виде 
 

   2
1 2 .y c x x c x   

 
Выпишем систему уравнений (2.5) для определения  1 ,c x  

 2 :c x  

 

2 1 10
11 2

32
21 2 2 20

1 21 0 2 .
1 22 0

6

xc ccc x c

xc xc x c x c c

            
            

 

Ответ:       ,oy x y x y x   

где   3
10 20 ,oy x c x c     3 3 3

.
2 6 3
x x xy x     

Пример 3. Решите дифференциальное уравнение 
 

.
y

y x
x
    
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Решение. Получим вначале общее решение однородного урав-
нения: 

            1
0 1 2

1 ln ln ln .
y ccy y cx y y c x c
y x x x
               

 
Ищем теперь общее решение неоднородного уравнения в виде 
 

   1 2ln .y c x x c x   

 
Система уравнений (2.5) для определения  1c x ,  2c x  прини-

мает вид: 
 

3
2 1 10

11 2

3 32
21 2 20

ln 1 0 3 .
ln ln

3 9

xc cc xc x c

x xc x xc x x c x c

            
          

 

Ответ:       ,oy x y x y x   

где   10 20ln ,oy x c x c     3
.

9
xy x   

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
3. Составьте линейное однородное дифференциальное уравне-

ние, если его фундаментальная система решений имеет вид  
 

1 2sin , cos .y x y x   

(Ответ: 0).y y    
4. Методом вариации произвольных постоянных решите линей-

ное неоднородное уравнение: 
 

2 33 .x y xy x    

(Ответ: 2 3 .y A Bx x     
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2.3. Линейные дифференциальные уравнения  
высших порядков с постоянными коэффициентами.  

Общее решение однородного уравнения. Метод подбора 
частного решения неоднородного уравнения 

 
Пусть в уравнении (2.3) коэффициенты  1,2,...,iP i n  — по-

стоянные числа   .i iP x a const   В этом случае упрощается 

процедура построения общего решения линейного однородного 
дифференциального уравнения: 

1. Составляем характеристическое уравнение 
 

1 2
1 2 ... 0.n n n

nk a k a k a      (2.6)
 
2. Находим корни характеристического уравнения 
 

1 2, ,..., .nk k k  
 
3. По характеру корней выписываем частные линейно независи-

мые решения, пользуясь следующим правилом: 
3а) каждому действительному однократному корню k соответ-

ствует частное решение ;kxe  
3б) каждой паре комплексно сопряженных однократных корней 

1,2k i     соответствуют два частных решений cosxe x   

и sin ;xe x   
3в) каждому действительному корню k кратности r соответству-

ет r линейно-независимых частных решений 
 

1, ,..., ;kx kx r kxe xe x e  
 
3г) каждой паре комплексно сопряженных корней 1,2k i     

кратности   соответствует 2  частных решений 
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1 1

cos , sin , cos , sin ,...,

cos , sin .

x x x x

x x

e x e x xe x xe x

x e x x e x

   

   

   
 

 

 
Указанных частных решений будет ровно столько, какова сте-

пень характеристического уравнения, что, в свою очередь, совпада-
ет с порядком линейного дифференциального уравнения. Можно 
показать, что эти решения линейно независимы. 

4. Определив n линейно-независимых частных решений 
     1 2, ,..., ,ny x y x y x  строим далее общее решение линейного 

дифференциального решения: 
 

       1 1 2 2 ... ,n ny x c y x c y x c y x     

где 1 2, ,..., nc c c  — произвольные постоянные. 
В случае линейного неоднородного уравнения с постоянными 

коэффициентами частные решения в некоторых случаях находят-
ся проще, а именно: 

1. Пусть в правой части уравнения (2.4) стоит функция 
    ,xf x P x e  где P(x) — многочлен, зависящий от перемен-

ной x; тогда возможен один из двух случаев: 
1а) если число   не является корнем характеристического урав-

нения, тогда частное решение следует искать в виде 
 

  ,xy Q x e
   

где Q(x) — многочлен той же степени, что и P(x), но с неопреде-
ленными коэффициентами; 

1б) если число   есть корень кратности   характеристического 
уравнения, тогда частное решение неоднородного уравнения сле-
дует искать в виде 

 
  ,xy x Q x e 

   

где Q(x) — многочлен той же степени, что и P(x). 
2. Пусть правая часть уравнения (2.4) имеет вид 
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  cos sin ,f x M x N x     

где M и N — постоянные числа; тогда частное решение следует ис-
кать в виде: 

2а) если комплексное число i  не является корнем характери-
стического уравнения, то частное решение имеет вид 

 
cos sin ,y A x B x      

где A и B — постоянные неопределенные коэффициенты; 
2б) если число i  есть корень характеристического уравнения 

кратности ,  то  

 cos sin .y x A x B x
      

3. Пусть  
     cos sin ,x xf x P x e x Q x e x      

где P(x) и Q(x) — многочлены от x; тогда возможны два случая: 
3а) если число i  не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение неоднородного уравнения (2.4) 
ищем в виде 

 
   cos sin ,x xy U x e x V x e x 

      (2.7)

где U(x) и V(x) — многочлены, степень которых равна наивысшей 
степени многочленов P(x) и Q(x); 

3б) если число i  есть корень характеристического уравне-

ния кратности ,  то частное решение неоднородного уравнения 
ищем в виде  

 

   cos sin ,x xy x U x e x V x e x  
        (2.8)

где U(x) и V(x) имеют тот же смысл, что и в случае 3а). 
Следует отметить, что даже в том случае, когда в правой части 

стоит выражение, содержащее только cos x  или только sin ,x  мы 
должны искать решение в том же виде, как было отмечено ранее 
формулами (2.7) и (2.8).   
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Контрольные вопросы и задания 
 
1. Запишите общее решение линейного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами 
 

2 1 0 0,a y a y a y     
если соответствующее характеристическое уравнение имеет веще-
ственные и различные корни  1 2 1 2, .      

2. Запишите общее решение линейного дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами  

 

2 1 0 0,a y a y a y     
если соответствующее характеристическое уравнение имеет 
корень   кратности 2.m   

3. Напишите общий вид частного решения (с неопределенными 
коэффициентами) для дифференциального уравнения 

 
2.y y x    

 
4. Напишите общий вид частного решения (с неопределенными 

коэффициентами) для дифференциального уравнения 
 

42 8 5 .xy y y xe     
 

Примеры решения задач 
 
Пример 1. Решите линейное однородное дифференциальное 

уравнение с постоянными коэффициентами 
 

4 3 0.y y y     
Решение. 
Находим корни характеристического уравнения 
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2
1,2

3
4 3 0 .

1
k k k


     

 

Следовательно, 3
1 2,x xy e y e    образуют фундаментальную 

систему решений, и общее решение имеет вид 
 

3
1 2 .x xy c e c e    

 
Пример 2. Запишите в общем виде с неопределенными коэффи-

циентами частное решение, а также общее решение линейного не-
однородного дифференциального уравнения с постоянными коэф-
фициентами 

 
24 3 .xy y y xe     (2.9)

 
Решение. Общее решение, как известно, представимо в виде 
 

0 ,y y y   

где 3
0 1 2 ,x xy c e c e    и так как 2   не является корнем характе-

ристического уравнения, то частное решение с неопределенными 
коэффициентами будет иметь вид 
 

  2 .xy Ax B e    (2.10)

 
При этом неопределенные коэффициенты ,A B  находятся путем 

непосредственной подстановки решения (2.10) в уравнение (2.9). 
Пример 3. Запишите в общем виде с неопределенными коэффи-

циентами частное решение, а также общее решение линейного не-
однородного дифференциального уравнения с постоянными коэф-
фициентами 

 
 4 3 2 5 .xy y y x e      (2.11)
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Решение. Общее решение имеет вид 

0 ,y y y   

где 3
0 1 2

x xy c e c e    (см. пример 1), и так как 1    является кор-

нем характеристического уравнения кратности 1  , то частное 
решение с неопределенными коэффициентами будет иметь вид 
 

  .xy x Ax B e
    (2.12)

 
Неопределенные коэффициенты A, B, входящие в (2.12), нахо-

дятся путем непосредственной подстановки решения (2.12) в урав-
нение (2.11). 

Пример 4. Для линейного дифференциального уравнения 3-го 
порядка 

 
11 36 36 0y y y y       (2.13)

найдите фундаментальную систему решений и постройте его об-
щее решение. 
Решение. Запишем характеристическое уравнение для (2.13) 
 

3 211 36 36 0k k k     (2.14)

и найдем его корни. Так как 2k   есть корень уравнения (2.14), то 
многочлен в левой части этого уравнения нацело делится на 2k   
(т.е. можно разложить на множители) 
      2

1 2 32 9 18 0 2 3 6 0 2, 3, 6.k k k k k k k k k              

Следовательно, 2 3 6
1 2 3, , .x x xy e y e y e    образуют фундамен-

тальную систему. 
Общее решение исходного дифференциального уравнения име-

ет вид 
 

2 3 6
1 2 3 .x x xy c e c e c e    

Пример 5. Решите линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение 4-го порядка 
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  5cos .IVy y x   (2.15)
 
Решение. Находим корни характеристического уравнения 
 

4
1 2 3 41 0 1, 1, , ,k k k k i k i          

и запишем общее решение соответствующего однородного уравне-
ния 

0 1 2 3 4cos sin .x xy c e c e c x c x     (2.16)
 
Правая часть уравнения (2.15) имеет вид 
 

   cos sin , 5, 0 ,f x M x N x M N     

причем i является простым корнем характеристического уравнения. 
Следовательно, частное решение ищем в виде  
 

 cos sin .y x A x B x    

Подставляя последнее в (2.15), получаем: 
 

54 sin 4 cos 5cos 0, 5 4 sin .
4

A x B x x A B y x x         (2.17)

 
Общее решение уравнения (2.15), согласно (2.16), (2.17) имеет 

вид 

  5cos sin sin .0 1 2 3 4 4
x xy x y y c e c e c x c x x x        

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
5. Решите линейное однородное дифференциальное уравнение с 

постоянными коэффициентами 
 

4 4 0.y y y     

(Ответ:     2
1 2 .xy x c c x e   
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6. Решите линейное однородное дифференциальное уравнение с 
постоянными коэффициентами 

 
2 10 0.y y y     

(Ответ:    2 cos3 sin 3 .xy x e A x B x   

7. Решите линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние с постоянными коэффициентами 

 
5 2.y y x     

(Ответ:   1 2 5 2 .x xy x c e c e x     

8. Решите линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние с постоянными коэффициентами 

 
39 6 .xy y e    

(Ответ:   3
1 2

1cos3 sin3 .
3

xy x c x c x e    

 
2.4. Уравнение Эйлера 

 
К ним относятся линейные дифференциальные уравнения с пе-

ременными коэффициентами специального вида: 
 

         
 

1 1
1 1...

,

n nn n
n

n

ax b y a ax b y a ax b y

a y f x

 
       

 
 (2.17)

где 1 1, , ,..., ,n na b a a a  — константы. 
В области значений х, таких что 0,ax b   применяют следую-

щую подстановку: tax b e   ,ty ae y     2 2 ,ty a e y y   

 3 3 3 2 ,ty a e y y y       и т.д. 

В новых переменных уравнение Эйлера преобразуется в линей-
ное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициента-
ми. Если 0,ax b   то используем подстановку .tax b e    
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В одном распространенном на практике частном случае 
 1; 0a b   подстановка принимает вид:  

 
,( 0) ln .tx e x t x     (2.18)

 
Пример 6. Решите линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение  
2 3 2 .x y xy y x      (2.19)

 
Решение. Имеем дифференциальное уравнение Эйлера 2-го по-

рядка. Применяем подстановку (2.18), в результате (2.19) приво-
дится к линейному неоднородному уравнению с постоянными ко-
эффициентами: 

 
2 2

2 2
2 2

3 2 2 2 .t t t t t td y dy dy d y dy
e e e e y e y e

dt dt dt dt dt
              
 

 

 
Общее решение последнего уравнения записывается в виде: 
 

0 1 2 ,y y y y     
где  

0 1 2
t ty c e c te    — общее решение соответствующего однородного 

уравнения; 

1 2y    — частное решение неоднородного уравнения с правой ча-

стью  1 2;f t   

2 0.25 ty e   — частное решение неоднородного уравнения с правой 

частью  2 .tf t e  

Возвращаясь к исходной переменной, получим общее решение 
уравнения (2.19): 

 

  1 2
1 ln 2 0.25 .xy x c c x
x x

     
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Для однородного уравнения Эйлера  
 

   11
1 1... 0.n nn n

n nx y a x y a xy a y
       (2.20)

 

При 0x   решение можно искать в виде  ktk t ky e e x   

 1 2, 1 ,...k ky kx y k k x            (2.21) 

Подставляя (2.21) в уравнение (2.20), получим характеристиче-
ское уравнение, из которого можно найти фундаментальную си-
стему решений уравнения (2.20). В частности, если k — действи-
тельный корень характеристического уравнения кратности m, то 
ему соответствуют m линейно независимых решений 

 

   2 1
1 2 3, ln , ln ,..., ln .

mk k k k
my x y x x y x x y x x

     
 
Если i    — пара комплексных корней кратности m, то ей со-

ответствует 2m линейно независимых решений 
 

   
   

       

1 2

3 4

1 1
2 1 2

cos ln , sin ln ,

ln cos ln , ln sin ln ,

............................................................

ln cos ln , ln sin ln .

k k

k k

m mk k
m m

y x x y x x

y x x x y x x x

y x x x y x x x
 



   
   

   

 

 
Пример 7. Решите линейное однородное уравнение  
 

2 3 4 0.x y xy y     (2.22)
 
Решение. Используем замену (2.21): 
 

 1 2, 1 .k k ky x y kx y k k x        
 
Подставим в (2.22), в результате получаем характеристическое 

уравнение 
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2
1 24 4 0 2.k k k k       

 
И общее решение имеет вид 
 

2 2
1 2 ln .y c x c x x   

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
9. Решите линейное однородное дифференциальное уравнение 

2 3 0.x y xy y     

(Ответ:   3
1 2 .y x c x c x   

10. Решите линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние 2 4 6 .x y xy y x     

(Ответ:   3 2
1 2 2 .y x c x c x x    

 



 
 

3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
3.1. Метод исключения неизвестных 

 
Система дифференциальных уравнений первого порядка, раз-

решенных относительно производных от неизвестных функций  
 

 

 

 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

, , ,...,

, , ,...,
,

........................................

, , ,...,

n

n

n
n n

dy
f x y y y

dx
dy

f x y y y
dx

dy
f x y y y

dx

 

 



 


 (3.1)

называется нормальной системой. В частности, нормальная систе-
ма линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами записывается в виде 
 

 

 

 

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
,

..............................................................

... .

n n

n n

n
n n nn n n

dy
a y a y a y f x

dx
dy

a y a y a y f x
dx

dy
a y a y a y f x

dx

     

     



     


 (3.2)

 

Если   0if x   при всех 1,2,..., ,i n  то система (3.2) называется 

однородной, в противном случае система (3.2) называется неодно-
родной. 

Общим решением системы (3.1) на интервале (a,b) изменения 
аргумента x называется всякая совокупность функций 

   1 2, , ,..., , 1,2,..., ,i ny x c c c i n  дифференцируемых на (a,b) и обра-

щающих каждое из уравнений системы (3.2) в тождество. При этом 
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число произвольных постоянных, входящих в общее решение си-
стемы, совпадает с числом неизвестных функций. 

Интегрирование системы (3.1) проводят следующим образом. 
Дифференцируем первое уравнение системы и заменяем в нем 

производные 1 2, ,..., ndy dy dy
dx dx dx

 их выражениями из уравнений (3.1), 

в результате получим 
 

 
2

1
2 1 22

, , ,..., .n
d y

F x y y y
dx

  (3.3)

 
Дифференцируя (3.3) и поступая аналогично предыдущему, 

находим 
 

 
3

1
3 1 23

, , ,..., .n
d y

F x y y y
dx

  (3.4)

 
Продолжая далее таким же образом, получим уравнение 
 

…. (3.5)
 

Затем из первых  1n   уравнений 
 

 

 

 

1
1 1 2

2
1

2 1 22

1
1 2

, , ,...,

, , ,...,

........................................

, , ,...,

n

n

n

n nn

dy
f x y y y

dx
d y

F x y y y
dx

d y
F x y y y

dx

 

 



 


 (3.6)

определяем 2 3, ,..., ,ny y y  выразив их через 1,x y  и производные 

 

 

12
1 1 1

2 1
, ,...,

n

n

dy d y d y
dx dx dx



  
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  
  

  

1
2 2 1 1 1

1
3 3 1 1 1

1
1 1 1

, , ,...,

, , ,...,

........................................

, , ,...,

n

n

n
n n

y x y y y

y x y y y

y x y y y







  


 


  

 (3.7)

и подставив их в последнее уравнение системы (3.6), получим 
дифференциальное уравнение n-го порядка для определения  1 :y x  

 

  1 1
1 1 1, , ,..., .

n
n

n

d y
x y y y

dx
   (3.8)

 
Решая (3.8), находим  1 1 1, ,..., .ny y x c c  Подставив последнее 

в (3.7), определяем все решение    1, ,..., , 2,3,...,i i ny y x c c i n   

исходной системы (3.1). 
 

Контрольные вопросы и задания 
 
1. Сведите линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка  
 

2 3 cosy y y x     
к системе линейных дифференциальных уравнений 1-го по-
рядка, введя другие переменные.  

2. Используя метод исключения неизвестных, решите простей-
шую систему линейных дифференциальных уравнений 1-го 
порядка: 

1 2 2 2 12 , .y y y y y      
 

Примеры решения задач 
 
Пример 1. Дана линейная система уравнений 1-го порядка 
 

1 2 2 2 12 , .y y y y y      
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Методом исключения переменных получите дифференциальное 
уравнение 2-го порядка относительно 1y  и выпишите его решение. 
Представьте общее решение исходной системы. 
Решение. Дифференцируем первое уравнение и исключим из нее 
 

 2 :y x   1 2 1 2 1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 .
2

y y y y y y y y y y                    
 

 
В результате получаем дифференциальное уравнение 2-го по-

рядка 

1 1 12 0y y y    . 
 
Решаем характеристическое уравнение: 
 

2
1,2

2
2 0

1
k k k


     

. 

Следовательно,   2
1 1 2

x xy x c e c e  . 

Из первого уравнения системы получаем: 
 

 2 2
2 1 1 2 1 2

1 1 12
2 2 2

x x x xy y c e c e c e c e         . 

 
Пример 2. Решите неоднородную систему уравнений 
 

2

2 4 1 4
.

3
2

dy
y z x

dx
dz y z x
dx

    

   


 

 
Решение. Дифференцируем первое уравнение по x: 
 

2

2
2 4 4.

d y dy dz
dx dx dx

    (3.9)
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Из первого уравнения находим 
 

1 1 4 2 ,
4

dy
z x y

dx
     
 

 

далее из второго получаем 
 

23 1 3 1 .
2 4 2 4

dydz x x y
dx dx

      

 
Подставим последнее в (3.9), приходим к уравнению 2-го по-

рядка относительно y: 
 

2
2

2
2 6 6 4 3.

d y dy
y x x

dx dx
       

 
Нетрудно выписать решение последнего уравнения: 
 

2 3 2
1 2 ,x xy c e c e x x     

и, соответственно, 
 

22 3 2
1

1 11 4 2 .
4 4 2

x xdy cz x y c e e x
dx

         
 

 

 
Пример 3. Решите однородную систему уравнений 
 

, , .
dydx dzy z x z x y

dt dt dt
       

 
Решение. Дифференцируя первое уравнение по t, находим: 
 

2

2
2 .d x x y z

dt
    (3.10)

 
Из первого уравнения исходной системы и из (3.10) исклю-

чаем y,z, в результате получаем  
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2

2
2 0,d x dx x

dt dt
    

решение которого без труда выписывается: 
 

2
1 2 .t tx c e c e   (3.11)

 
Дифференцируя (3.11) и подставляя в первое уравнение систе-

мы, получаем 

  2
1 22 .t tdxy z c e c e z

dt
       (3.12)

 
Подставим (3.11) и (3.12) в третье уравнение исходной системы, 

в результате получаем уравнение для определения z: 
 

2
23 tdz z c e

dt
  , 

решение которого имеет вид 
 

2
3 2 .t tz c e c e   

 
И, наконец, из (3.12) имеем: 
 

  2
1 3 2 .t ty c c e c e     

 
Пример 4. Решите однородную систему линейных дифференци-

альных уравнений 
 

1 1 2

2 1 2

4
.

2

y y y

y y y

   
    

 (3.13)

 
Решение. Дифференцируя первое уравнение по x, находим: 
 

1 1 2 1 1 24 4 2 ,y y y y y y           
с учетом второго уравнения исходной системы получаем: 



66 Обыкновенные дифференциальные уравнения

 

 

1 1 15 6 0.y y y     
 
Решаем линейное однородное дифференциальное уравнение от-

носительно  1 :y x  

2
1,2

2
5 6 0

3
k k k


     

. 

Следовательно, 
       2 3

1 1 2 .x xy x c e c e    (3.14)

 
Дифференцируем (3.14) 

 
2 3

1 1 22 3x xy c e c e      
и подставим в первое уравнение системы: 
 

     2 3 2 3
2 1 1 1 2 1 24 2 3 4 ,x x x xy x y y c e c e c e c e           

  2 3
2 1 22 .x xy x c e c e    (3.15)

 
Пример 5. Решите неоднородную систему уравнений 
 

1 1 2

2 1 2

4
.

2 3

y y y x

y y y x

    
     

 (3.16)

 
Решение. Дифференцируя первое уравнение по x, находим: 
 

1 1 24 1.y y y       (3.17)
 
Подставляем 2y  из второго уравнения системы (3.16) в (3.17): 
 

1 1 1 24 2 3 1.y y y y x        (3.18)
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Из первого уравнения системы (3.16) находим 
 

2 1 14 ,y y y x    (3.19)
и подставим в (3.18): 

 

1 1 1 1 1 15 6 4 1 5 6 4 1.y y y x y y y x              
 
Решение последнего уравнения имеет вид: 
 

2 3
1 1 2

2 7 .
3 18

x x xy c e c e      (3.20)

 
Далее, из (3.19) с учетом (3.20) находим 2:y  
 

 2 3 2 3
2 1 2 1 2

2 2 72 3 4 ,
3 3 18

x x x x xy c e c e c e c e x             

или 
2 3

2 1 2
5 82 .
3 9

x x xy c e c e      

Ответ: 2 3 2 3
1 1 2 2 1 2

2 7 5 8, 2 .
3 18 3 9

x x x xx xy c e c e y c e c e            

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
1. Решите однородную систему линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами, используя метод ис-
ключения неизвестных 

 

2 , .
dydx x y x y

dt dt
     

(Ответ:         1 2 1 2 2 1cos sin , cos sin .y t c t c t x t c c t c c t       

2. Решите неоднородную систему линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами 
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3
dy

y z
dx

dz y z
dx

   

  


 

(Ответ:         2 2
1 2 1 1 2, .x xy x c c c x e z x c x c e       

3. Решите неоднородную систему линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами 

 

2 sin

4 2 cos

dy
y z x

dx
dz y z x
dx

   

   


 

(Ответ:    1 2 2sin ,y x c c x x z x     

 1 22 2 1 3sin 2cos ).c c x x x      

4. Решите однородную систему трех линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами 

 

, ,
dydx dzy z x z x y

dt dt dt
       

(Ответ: 

 
 

   

2
1 2

2
3 2

2
1 3 2

.

t t

t t

t t

x t c e c e

y t c e c e

z t c c e c e







  
   

     
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3.2. Метод Эйлера 
 
Пусть дана нормальная система линейных однородных диффе-

ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
 

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...
.

....................................................

...

n n

n n

n
n n nn n

dy
a y a y a y

dx
dy

a y a y a y
dx

dy
a y a y a y

dx

    

    



    


 (3.21)

 

Будем искать частное решение однородной системы в виде 
 

1 1 2 2, , ..., ,kx kx kx
n ny e y e y e       (3.22)

где 1 2, , ..., ,n k    — неизвестные постоянные. Подставляя (3.22) 

в (3.21), сокращая на ,kxe  после элементарных преобразований по-
лучаем систему линейных алгебраических уравнений относительно 

1 2, ,..., :n    

  

 
 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0

... 0
,

....................................................

... 0

n n

n n

n n nn n

a k a a

a a k a

a a a k

       
        


        

 (3.23)

 

Для того, чтобы система (3.23) имела нетривиальное решение, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель системы обращался 
в нуль: 

11 12 1

21 22 2

1 1

...

...
0

... ........ ... .........

...

n

n

n n nn

a k a a

a a k a

a a a k








 (3.24)
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Раскрывая последний определитель, получим алгебраическое 
уравнение n-ой степени относительно неизвестной k. Уравне-
ние (3.24) называется характеристическим уравнением для систе-
мы (3.21), а его корни — собственными значениями. 

Рассмотрим несколько случаев.  
1. Корни характеристического уравнения действительные и раз-

личные. Для каждого корня ki,(i = 1,2,...,n) напишем систему (3.23) 
и определим коэффициенты 1 2, ,..., .i i ni    Один из указанных ко-
эффициентов в этом случае выбирается произвольно, и его можно 
принять равным единице (см. ниже пример). Таким образом, полу-
чаем n частных решений системы дифференциальных уравнений 
(3.21) в виде: 

 

1 1 2 2, , ..., .i i ik x k x k x
i i i i ni niy e y e y e       (3.25)

 
В соотношениях (3.25) первый индекс указывает на номер неиз-

вестной функции, а второй — номер корня. Полученные n частных 
решений системы (3.23) образуют фундаментальную систему ре-
шений: 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

11 11 1

21 22 2
1 2

1 2

, , ..., ,
...... ...... ......

n

n
n

n n nn

y x y x y x

y x y x y x
Y x Y x Y x

y x y x y x

     
     
       
     
     
     

 

следовательно, общее решение однородной системы дифференци-
альных уравнений в векторном виде записывается в виде 
 

       1 1 2 2 ... ,n nY x c Y x c Y x c Y x     

или 

       
       

       

1 1 11 2 12 1

2 1 21 2 22 2

1 1 1 2 2

...

...
,

.................................................................

...

n n

n n

n n n nn

y x c y x c y x c y x

y x c y x c y x c y x

y x c y x c y x c y x

   
    


    
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где 1 2, ,..., nc c c  — произвольные постоянные. 
Пример 1. Решите методом Эйлера однородную систему урав-

нений 
 

1 1 2

2 1 2

4

2

y y y

y y y

   
    

 (3.26)

и убедитесь, что решение совпадает с полученным ранее на основе 
метода исключения неизвестных. 
Решение. Будем искать решение в виде 
 

1 1 2 2, .kx kxy e y e     
 
Подставим их в систему (3.26), в результате получаем алгебраи-

ческую систему уравнений 
 

 
 

1 2

1 2

4 0
.

2 1 0

k

k

     
      

 (3.27)

 
Выпишем характеристическое уравнение системы  
 

4 1
0

2 1

k

k

 


  
 

и найдем его решение 
 

   2
1,2

2
4 1 2 0 5 6 0 ,

3
k k k k k


            

 

т.е. корни действительны и различны. Подставляя 1 2k    в (3.27), 
получим совместную, но неопределенную систему 
 

1 2
1 11 2 21

1 2

2 0
1, 2.

2 0

    
           
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Следовательно, соответствующее 1 2k    частное решение си-
стемы имеет вид 

2 2
11 21, 2 .x xy e y e    

 
Подставляя теперь в систему (3.27) 2 3,k    получим 

1 2
1 12 2 22

1 2

0
1, 1.

2 2 0

   
           

 

Выпишем соответствующее частное решение системы (3.27) 
 

3 3
12 22, .x xy e y e    

 
Теперь можем представить общее решение системы (3.26): 
 

     
     

2 3
1 1 11 2 12 1 2

2 3
2 1 21 2 22 1 2

.
2

x x

x x

y x c y x c y x c e c e

y x c y x c y x c e c e

 

 

   
   

 (3.28)

 
Нетрудно убедиться, что решение (3.28) совпадает с получен-

ным с помощью метода исключения неизвестных решением (3.14), 
(3.15). 

2. Пусть среди корней характеристического уравнения имеется 
два комплексно-сопряженных корня 1,2 .k i    Этим корням со-

ответствуют решения  
 

     1 1 2 2, , 1,2,..., ,i x i x
j j j jy e y e j n         (3.29)

в которых коэффициенты 1 2,j j   определяются из системы (3.23). 

Выпишем два частных решения, соответствующих паре комплекс-
но-сопряженных корней 1,2k i     характеристического уравне-

ния 

 
 

1 1 2

2 1 2

cos sin
,

cos sin

x
j j j

x
j j j

y e x x

y e x x





     
    
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где 1 2 1 2, , ,j j j j     — действительные числа, определяемые 1 j  

и 2 j . 

Пример 2. Пользуясь методом Эйлера, найдите общее решение 
однородной системы уравнений 

 

1 1 2

2 1 2

7

2 5

y y y

y y y

   
    

 (3.30)

 
Решение. Выпишем характеристическое уравнение системы 
 

2
1,2

7 1
0 12 37 0 6 .

2 5

k
k k k i

k

 
        

  
 

 
Подставляя 1 6k i    в систему (3.27), находим: 
 

11 211, 1 i     . 
 
Выпишем первое из решений (3.29): 
 

   
       
   

6 6 6 6
11

6 6
21

6 6

cos sin cos sin ,

1 1 cos sin

cos sin cos sin .

i x x x x

i x x

x x

y e e x i x e x ie x

y i e i e x i x

e x x ie x x

    

  

 

    

     

   

 

 
Подставляем теперь 2 6k i    в систему (3.27), в результате 

получим: 
 

12 221, 1 .i      
 
Выписываем второе из решений (3.29): 
 

 6 6 6
12 cos sin ,i x x xy e e x ie x       
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       6 6 6
22 1 cos sin cos sin .i x x xy i e e x x ie x x          

 
За системы частных решений можно взять отдельно действи-

тельные части и отдельно мнимые части 
 

 
 

6 6
11 21

6 6
12 22

cos , cos sin
,

sin , cos sin

x x

x x

y e x y e x x

y e x y e x x

 

 

  
  

 

и тогда общее решение системы будет 
 

   
6 6

1 1 2

6 6
2 1 2

cos sin ,

cos sin cos sin .

x x

x x

y c e x c e x

y c e x x c e x x

 

 

 
   

 

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
5. Найдите решение системы линейных однородных уравнений, 

используя метод Эйлера:  
 

1 1 2

2 1 2

.
4

y y y

y y y

  
    

 

(Ответ: 3 3
1 1 2 2 1 2, 2 2 .x x x xy c e c e y c e c e       

6. С помощью метода Эйлера решите системы линейных одно-
родных уравнений: 

1 1 2

2 1 2

8y y y

y y y

   
   

  

(Ответ: 3 3 3 3
1 1 2 2 1 2

1 1, .
2 4

x x x xy c e c e y c e c e      

 
3.3. Метод вариации произвольных постоянных 

 
Этот метод применим к решению систем линейных неоднород-

ных уравнений n -го порядка. Для простоты рассуждений ограни-
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чимся рассмотрением нормальной системы двух линейных уравне-
ний с постоянными коэффициентами: 

 

 
 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

.
y a y a y f x

y a y a y f x

   
    

 (3.31)

 
Пусть общее решение однородной системы известно и оно име-

ет вид 
 

     0 1 1 2 2 ,Y x c Y x c Y x   

или 

 
 

10 11 12
1 2

20 21 22

y x y y
c c

y x y y

     
      

    
, 

где 1 2,c c  — произвольные постоянные, а 11 21,y y  и 12 22,y y  — част-
ные решения однородной системы, соответствующие различным 
корням характеристического уравнения. 

Частное решение неоднородной системы (3.28) отыскивается в 
форме, аналогичной по виду общему решению однородной систе-
мы, однако произвольные постоянные заменяются неизвестными 
функциями: 

 
   
   

1 1 11 2 12

2 1 21 2 22

,
.

y c x y c x y

y c x y c x y




 
 

 (3.32)

 
Подставляя последние соотношения в (3.31), в результате при-

ходим к системе двух дифференциальных уравнений первого по-
рядка относительно    1 2, :c x c x   

 

     
     

1 11 2 12 1

1 21 2 22 2

.
c x y c x y f x

c x y c x y f x

  
   
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Разрешая последнюю систему по формулам Крамера, получим 
два дифференциальных уравнения первого порядка относительно 
   1 2, :c x c x   
 

           1 22 2 12 2 11 1 21
1 2

11 22 12 21 11 22 12 21

, .
f x y f x y f x y f x y

c x c x
y y y y y y y y

 
  

 
 (3.33)

 

Интегрируя (3.33), находим неизвестные функции    1 2,c x c x  и 

подставляем в (3.32). Общее решение системы (3.32) запишется в 
виде 

1 10 1

2 20 2 .

,y y y

y y y




 
 

 

 
Пример 1. Решите методом вариации постоянных неоднород-

ную систему уравнений 
 

1 1 2

2 1 2

4
.

2 3

y y y x

y y y x

    
     

 (3.34)

 
Решение. Этот пример был рассмотрен выше с применением ме-

тода исключения неизвестных. Выпишем полученное ранее на ос-
нове метода Эйлера общее решение соответствующей однородной 
системы: 

 
     
     

2 3
10 1 11 2 12 1 2

2 3
20 1 21 2 22 1 2

,

2 .

x x

x x

y x c y x c y x c e c e

y x c y x c y x c e c e

 

 

   
   

 

 
Ищем частное решение системы (3.34) в виде 
 

   
   

2 3
1 1 2

2 3
2 1 2

,

2 .

x x

x x

y c x e c x e

y c x e c x e

 


 


 
 
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Подставляем последние соотношения в (3.34), в результате по-
лучаем: 

   
   

2 3
1 2

2 3
1 2

.
2 3

x x

x x

c x e c x e x

c x e c x e x

 

 

  
   

 

 
Разрешая систему относительно    1 2, ,c x c x   получаем диффе-

ренциальные уравнения первого порядка с разделяющимися пере-
менными: 

   

3 2

3 2
2

1 22 3 2 3

2 3 2 3

3 2 3
2 , .

2 2

x x

x x
x

x x x x

x x x x

x e e x

x e e x
c x xe c x

e e e e

e e e e

 

 

   

   

     

 
Интегрируя эти уравнения, получаем 
 

   
   

2 2
1

3 3
2

12 ,
2

1 1 .
3 3

x x

x x

c x xe dx e x

c x xe dx e x

  

   




 

 
Частное решение принимает вид 
 

     
       

2 3
1 1 2

2 3
2 1 2

1 1 1 2 7 ,
2 3 3 3 18

1 1 1 5 82 2 .
2 3 3 3 9

x x

x x

xy c x e c x e x x

xy c x e c x e x x

 


 


       

       
 

 
Общее решение системы запишется так: 
 

2 3
1 10 1 1 2

2 3
2 20 2 1 2

2 7 ,
3 18
5 82 .
3 9

x x

x x

xy y y c e c e

xy y y c e c e

 


 
 

     

     
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Отметим, что полученное решение совпадает с представленным 
ранее решением системы (3.34), выведенным на основе метода ис-
ключения неизвестных. 

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
7. Найдите общее решение системы дифференциальных уравне-

ний 

1 2

2 1

1
.

1

y y

y y

  
   

 

 

Постройте решение следующей задачи Коши: 
 

   0 2, 0 0x y   . 

(Ответ: общее решение 1 1 2 2 1 21, 1;x x x xy c e c e y c e c e        

частное решение 1 21, 1 .x xy e y e 
       

8. Решите методом вариации постоянных систему линейных не-
однородных дифференциальных уравнений  

 

1 2

2 1 2

cos
.

3 4 4cos sin

y y x

y y y x x

   
     

 

(Ответ: 3 3 2
1 1 2 2 1 2, 3 cos .x x x xy c e c e y c e c e x        

 



 
 

4. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
Рассмотренные выше точные методы интегрирования диффе-

ренциальных уравнений, к сожалению, применимы для решения 
ограниченного класса задач. Поэтому в инженерной практике ши-
роко используются приближенные методы, причем как прибли-
женные аналитические, так и численные методы. Ниже мы ограни-
чимся рассмотрением наиболее распространенных приближенных 
аналитических методов решения краевых задач, таких как метод 
степенных рядов, Бубнова, наименьших квадратов, коллокаций. 

 
4.1. Интегрирование дифференциальных уравнений  

с помощью степенных рядов 
 
Этот метод позволяет получить приближенное решение с любой 

степенью точности. 
Пусть требуется найти решение задачи Коши для уравнения n-го 

порядка, разрешенного относительно старшей производной: 
 

    1, , , ,...,n ny f x y y y y   , (4.1)

         1 1
0 0 0 0 0 0, , ..., ,n ny x y y x y y x y      (4.2)

 
Будем искать решение в виде ряда Тейлора: 
 

   
     0

0 0
1

.
!

n
n

n

y x
y x y x x x

n







   (4.3)

 
Алгоритм определения неизвестных коэффициентов 

   0

!

n

n

y x
a

n
  ряда (4.3) формально сводится к следующему: ряд 

подставляется в уравнение (4.1). В получающемся таким путем 
тождественном соотношении коэффициенты при различных степе-
нях x приравниваются нулю, что приводит к системе уравнений для 
определения коэффициентов an. Полученное решение исследуют на 
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сходимость и на возможность почленного дифференцирования. 
В результате определяем область сходимости (малую окрестность 
точки x = x0), в которой ряд (4.3) совпадает с искомым решением. 

Пример 1. Решить задачу Коши: 
 

   2 4 0, 0 0, 0 1.y xy y y y        (4.4)

 
Решение. Ищем решение в виде степенного ряда 
 

 
   02

0 1 2 ... ..., .
!

n
n

n n

y x
y x a a x a x a x a

n
 

       
 

 (4.5)

 
Тогда из начальных условий находим, что 0 10, 1.a a   Диф-

ференцируем (4.5): 
 

 
 

   

2
0 1 2

2 1
1 2 3

2 2
2 3 4

... ...,

2 3 ... ...

2 3 2 4 3 ... 1 ...

n
n

n
n

n
n

y x a a x a x a x

y x a a x a x na x

y x a a x a x n n a x





     
      

         

 

 
Подставляя последние соотношения в исходное уравнение и 

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем: 
 

   

2 2

3 3

4 2 2 4

2
2 2

2 0 0

3 2 2 4 1

4 3 4 4 0 ,
.............................................

2
1 2 2 4

1
n

n n n n

a a

a a

a a a a

a
n n a n a a a

n


 

  
    

    

     


 

т.е. коэффициенты при четных степенях x обращаются в нуль. 
Подставляя найденные коэффициенты в (4.5), получаем искомое 

решение: 
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  3 5 7 2 1
... ...

1 2! 3! !
kx x x xy x x

k


        

 
Полученный ряд, как нетрудно убедиться, сходится при всех 

значениях x. С учетом разложения функции 
2xe  в ряд Маклорена 

полученное решение можно переписать в виде 
 

  2 .xy x xe  

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
1. Найдите решение задачи Коши в виде степенного ряда, огра-

ничившись при этом первыми 4-мя членами разложения:  
 

   , 0 1, 0 1.y xyy y y      

(Ответ:   3 4 52 31 .
3! 4! 5!
x x xy x x      

2. Постройте с помощью степенного ряда решение задачи Коши:  
 

   0, 0 1, 0 0.y xy y y      

(Ответ:   3 6 91 4 71 1 41 ...
3! 6! 9!

y x x x x      . Ряд сходится на 

всей числовой оси). 
Ниже кратко перечислим распространенные на практике при-

ближенные аналитические методы решения краевых задач для 
дифференциальных уравнений. 

 
4.2. Метод Бубнова 

 
Поясним суть нижеприводимых приближенных аналитических 

методов на примере решения краевой задачи для уравнения второ-
го порядка 

                , , , , , , .a by f x y y x a b y a y y b y      (4.6)
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Будем искать решение задачи (4.6) в виде 
 

     0
1

n

i i
i

y x U x CU x


   (4.7)

где 

iC  — постоянные, подлежащие определению;  

     0 1, ,..., nU x U x U x  — подбираемые функции, которые должны 

удовлетворять следующим требованиям: 
1. Координатные (аппроксимирующие) функции 

   , 1,2,...,iU x i n  — линейно независимы на (a,b). 

2. Функции    , 1,2,...,iU x i n  — непрерывно дифференциру-

емы на (a,b) до требуемого порядка. 
3. Функция y(x), задаваемая формулой (4.7), удовлетворяет кра-

евым условиям (2.6). Они окажутся выполненными, если по-
требовать 

 
         0 0, , 0, 1,2,...,a b i iU a y U b y U a U b i n      (4.8)

 
Предположим, что функции    , 1,2,...,iU x i n  подобраны. 

Требуется подобрать константы iC  так, чтобы искомая функция 
y(x) была близка на [a,b] к точному решению краевой задачи. Для 
этого перепишем уравнение (4.6) в виде 

 
 , , 0y f x y y    (4.9)

 
Если в левую часть уравнения (4.9) вместо y(x) подставить его 

точное решение, то оно тождественно выполнится. Но если вместо 
точного решения подставить приближенное решение (4.7), то в ле-
вой части уравнения (4.9) получим некоторую функцию 
 , 0ir x C   на  , , 1,2,..., ,a b i n  представляющую некоторую меру 

ошибки и называемую невязкой. 
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Различные приближенные методы отличаются тем, что в каж-
дом из них устанавливается свой критерий малости невязки. Об-
щим для рассматриваемых методов является то, что их применение 
приводит к системе алгебраических уравнений относительно :iC  

 

   1 2, ,..., 0, 1,..., .k nC C C k n    (4.10)
 
Далее, решая систему (4.10), находят неизвестные константы 

1 2, ,..., ,nC C C  подставляют их в (4.7) и определяют приближенное 
решение y(x) исходной краевой задачи (4.6). Отметим, что чем 
больше число координатных функций в решении (4.7), тем точнее 
может быть приближенное решение задачи. Однако с ростом n воз-
растает трудоемкость вычислений. 

Суть метода Бубнова состоит в том, что за условие минимума не-
вязки  1 2, , ,..., nr x C C C  принимается ортогональность невязки к уже 

выбранным координатным функциям    , 1,2,...,iU x i n  на [a,b]. 

Две функции    1 2,x x   называются ортогональными на [a,b], 

если 

   1 2 0
b

a

x x dx   . 

 

Составляя условие ортогональности для невязки, получим сле-
дующую систему алгебраических уравнений относительно коэф-
фициентов 1 2, ,..., nC C C  искомого решения (4.7): 

 

     1 2, , ,..., 0, 1,..., .
b

n i

a

r x C C C U x dx i n   (4.11)

 
4.3. Метод наименьших квадратов 

 
При решении краевой задачи (4.6) методом наименьших квадра-

тов искомая функция y(x)  y x  отыскивается в том же виде (4.7), 



84 Обыкновенные дифференциальные уравнения

 

 

однако с тем отличием, что для определения неизвестных коэффи-
циентов  , 1,2,...,iC i n  составляется функция  1 2, ,..., ,nS C C C  

называемая интегральной ошибкой аппроксимации решения 
 

   2
1 2 1 2, ,..., , , ,..., ,

b

n n

a

S C C C r x C C C dx   (4.12)

 
После чего выписываются условия минимума функции 
 1 2, ,..., nS C C C  

        0, 1,2,..., ,
i

S i n
C
  
  (4.13)

из которой и определяются постоянные 1 2, ,..., .nC C C  
 

4.4. Метод коллокаций 
 
В методе коллокаций, в отличие от предыдущих приближенных 

методов решения краевых задач для дифференциальных уравне-
ний, условия для определения неизвестных коэффициентов 

1 2, ,..., nC C C  подбираются из того условия, что невязка 

 1 2, , ,..., nr x C C C  обращалась в нуль в n внутренних точках 

1 2 ... na x x x b      рассматриваемого отрезка [a,b]. Эти точки 

1 2, ,..., ,nx x x  в которых дифференциальное уравнение задачи точно 
удовлетворяется, называются точками коллокации. В итоге прихо-
дим к системе n алгебраических уравнений 

 
 1 2, , ,..., 0, 1,2,...,nr x C C C i n   

для определения неизвестных коэффициентов  , 1,2,..., .iC i n  От-

метим, что выбор точек коллокации существенно влияет на точ-
ность решения задачи. 



 
 

5. НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
В этой главе рассматриваются методы решения нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений, позволяющие по-
нижать их порядок и упрощающие в конечном счете процедуру 
построения решения исходного дифференциального уравнения. 
Отметим, что многие задачи математической физики, описываемые 
нелинейными уравнениями в частных производных, с помощью 
распространенных на практике методов (таких, как метод разделе-
ния переменных, метод введения автомодельной переменной) про-
водятся к нелинейным обыкновенным дифференциальным уравне-
ниям. 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение n-ого 
порядка 

 
 ( , , , ,..., ) 0,nF x y y y y    (5.1)

где функция   , , , ,..., nF x y y y y   определена и непрерывна в неко-

торой области G(x) и зависит от   , ( 1).ny n   Ниже перечислим не-
которые типы уравнений, допускающих понижение порядка. 

 
5.1. Дифференциальные уравнения,  

не содержащие явно искомую функцию 
 
Сюда относятся уравнения, не содержащие явно  1, , ,..., ,ky y y y    

т.е. 
 

      1, , ,..., 0,(1 ).k k nF x y y y k n     (5.2)

 
Замена    ky u x  приводит к уравнению  n k -го порядка 

относительно u(x): 
 

  , , ,..., 0.n kF x u u u    
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Контрольные вопросы и задания 
 
1. Запишите общий вид решения дифференциального уравне-

ния 3-го порядка. 
2. Применяя методы интегрирования, решите простейшее диф-

ференциальное уравнение 
 

 sin 5 .y x x    

 
Примеры решения задач 

 
Пример 1. Требуется решить уравнение: 
 

22 .xy y y     
 
Применение подстановки  y u x   приводит к дифференциаль-

ному уравнению Бернулли 22xu u u    относительно новой функ-

ции  .u u x  И при последующей замене 1u
z

  получаем линей-

ное неоднородное уравнение: 
 

2xz z   . 
 
Решение последнего уравнения может быть получено с помо-

щью метода вариации произвольной постоянной, либо подстанов-
кой Бернулли. В результате имеем: 

 

 1 1
1 2

1

2 1 ln 2 .
2 2 4

x c cx xz u y x c c
x z x c
        


 

 
Пример 2. Решите уравнение: 
 

2 2.x y y   
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Решение. Имеем дифференциальное уравнение, не содержащее y, 
потому сделаем замену 

 

   2 2
2 2

1

,
1

du dx xy u x x u u u x
u x c x

       
  

или, возвращаясь к исходным переменным, получаем:  
 

1

.
1

xy
c x

 
  

 
Выпишем возможные случаи интегрирования: 

А) 
2

1 20 ;
2
xc y c     

В) 1 3;c y c    

С) 1 0c   — конечное число 

  1 22
1 1 1 1 1

1 1 11 ln 1 .
1 1

x xy x dx dx c x c
c x c c x c c

              

 
Пример 3. Решите уравнение: 
 

2 22 8 .y y y y x      (5.3)
 
Подстановка  y p x   понижает порядок уравнения (3): 

 

 2 8 .p p x   

 
И далее, проводя последовательно интегрирование, получаем: 
 

2 2
14 ,p p x c     

 2 2
14 ,p dp x c dx    

3 3

1 2
4 ,

3 3
p x c x c     
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 3 3
1 2 1 1 2 24 , 3 , 3p x c x c c c c c       

 3 33 3
1 2 1 24 4 .p y x c x c y x x c x c dx         

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
Найдите решения следующих дифференциальных уравнений: 
1. 2 1x y xy    

(Ответ:   2

1 2
1 ln ln .
2

y x c x c    

2. 2 2 1y y    

(Ответ:   1 2 3sin .y c x c x c     

3. xy
y

     

(Ответ: 2 2 2
1 1 2

1

1 arcsin .
2

xy x c x c c
c

         
 

 
5.2. Автономное дифференциальное уравнение  

(не содержащее явно независимую переменную) 
 

 ( , ,..., ) 0.nF y y y   (5.4)
 
Применяем подстановку 
 

 

 2 ...

dy dp dp dy
y p y y p p

dx dx dy dx

dy
y p p p p

dx

        

     
 

 
В результате приходим к дифференциальному уравнению 

 1n  -го порядка относительно p(y). 

Пример 1. Решите уравнение: 2 2 0.y yy    
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Решение. Используем указанную подстановку, в результате по-
лучаем два решения: 

 

   21 3
2 3

0

2 0 .

p y c

y p y cp yp p y c x c
y

  
          

 

 
Пример 2. Решите уравнение: 2 2 .yy y e    
Решение. Имеем дифференциальное уравнение, не содержащее 

переменную x. Следовательно, применяем подстановку 
 

  ,y p x y p p      

и подставим в исходное уравнение, в результате приходим к урав-
нению Бернулли 

 
2 22 .y ypp p e p p e

p
        (5.5)

 
Используем еще одну замену, которая приводит (5.5) к линей-

ному неоднородному уравнению: 
 

  2 12 2 2 4 .
2

y yz y p z pp z z e z z e              (5.6)

 
Решаем (5.6) с помощью подстановки Бернулли 
 
       2 .yz y u y v y z u v uv u v u v v ue             (5.7)

 
Находим частное решение v(y): 
 

 2 2
1 12 0 , 1 .y yv v v c e v e c 

         

 
Подставим последнее в (5.7): 
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 2 2 2
2 2 24 4 4 4 .y y y y y y yu e e u e c z uv e e c e c e                

 
Возвращаясь к исходным переменным, получаем 
 

 

2 2 2
2

2
3 2

3

4

4
, 4 .

2

y y

y y

y y

y p z e c e y

e c e dy
dx c c

e e c

       


     



 

 
Интегрируя последнее уравнение, получаем общее решение ис-

ходного уравнения: 

 2
3 4 .ye c x c    

 
Пример 3. Задача о второй космической скорости. Требуется 

найти наименьшую скорость, с которой нужно бросить тело верти-
кально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю. Сопротивлением 
воздуха можно пренебречь. 
Решение. Представим Землю шаром радиуса R = 6300 км = 

63·107 см. Направим вертикально вверх ось or с началом в центре 
Земли. Пусть M, m — массы Земли и тела соответственно. Сила 
притяжения, действующая на тело: 

 

     2
, ,mMF r k r t R h t R

r
     

где 
3

6
2

6.66 10 ,смk
г сек

 


 — гравитационная постоянная, h(t) — 

расстояние от тела до поверхности Земли, 0t    — время. 
Запишем дифференциальное уравнение движения тела: 
 

2 2

2 2 2 2
.d r mM d r Mm k k

dt r dt r
      

 
Дифференциальное уравнение не содержит явно независимую 

переменную t, т.е. имеем автономное дифференциальное уравне-
ние. Запишем начальные условия: 
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   
00: 0 , ,

dr o
t r R v

dt
    

где 0v  — скорость бросания тела. 

Введем новую переменную   ,dr v r
dt

  относительно которой 

последнее уравнение сводится к дифференциальному уравнению с 
разделяющимися переменными: 

 
2

12
,

2
dv M v Mv k k c
dr r r

      

где 1c  определяется из второго начального условия: 
2
0

1 .
2
vMc k

R
    

 
Или,  

2 22 0 0 .
2 2 2

v vv M M kM kMk k
r R r R

        
 

 

 
Первое слагаемое в правой части последнего равенства при 

 бесконечно малая положительная величина. Следова-
тельно, должно выполняться условие 

 
2
0

0
20 .

2
v kM kMv

R R
     

 
На поверхности Земли имеем: 
 

 
2

2 2
,

gRkMm kMmg F R g M
R R k

       

где 
2

см981
сек

g   — ускорение силы тяжести. 

В результате получим для величины наименьшей начальной 
скорости тела: 

 

r  
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7 5
0

см км2 2 981 63 10 11.2 10 11.2 .
сек сек

v gR         

 
И в заключение найдем потребную минимальную энергию, ко-

торую при этом надо затратить, чтобы тело массы m безвозвратно 
оторвалось от Земли: 

 

 2 2
0 2 .

2 2
mv mA gR mgR    

 
Пример 4. Решите уравнение:  
 

2 2.yy y y y     
 
Решение. Имеем автономное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка. Используем указанную подстановку, в результате 
получаем два решения: 

 

    22
1

1 1

0

.10 ln

p y c

y p y x cy
yp y p p y c y

c y c

  
            

 

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
Найдите решения следующих дифференциальных уравнений, не 

содержащих независимую переменную: 
4. 2 2yy y y y y y        

(Ответ: 2
1 1 2

2

1 , .
1

x

x

c ey c y c
c e

    
 

5. 2 2y yy y y     

(Ответ: 1
2 2

1 ln .
y

x c
c y c

   
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5.3. Уравнения, однородные относительно  , , , ...,  ny y y y  
 
Пусть 
                 , , , ,..., , , , ,...,n nmF x y y y y F x y y y y          (5.8)

т.е. имеем однородную функцию с показателем m относительно 
 , , ,..., .ny y y y   

Используем замену 
 

   2 ,...y yu x y y u u       
 
В результате приходим к дифференциальному уравнению 

 1n  -го порядка относительно u(x). 

Пример 1. Решите уравнение: 
 

2 2 2 22 0.x yy x y xyy y       
 
Имеем дифференциальное уравнение 2-го порядка, однородное 

относительно , , ,y y y   причем 2.m   Применяем замену 
 

   2 ,y yu x y y u u       

в результате которой понижается порядок дифференциального 
уравнения, и получаем уравнение Риккати 

 
2

2
1 1 .u u u
x x

      (5.9)

 

Нетрудно убедиться, что  1
1 1, 1cu c

x
    — частные решения 

уравнения Риккати (5.9). Следующая подстановка    1u x u x 

   1 ,v x v x
x

    в которой частное решение выбрано в виде 

 1
1 ,u x
x

  приводит к дифференциальному уравнению Бернулли: 
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21 .v v v
x

    

 

Применяя замену    
1 ,v x

z x
  получаем линейное неоднород-

ное уравнение относительно z(x): 
 

1 1,z z
x

     

которое без особого труда решается известным методом вариации 
произвольной постоянной (либо с помощью подстановки Бернул-
ли). Выпишем это решение: 

 
2

1 .
2

c xz
x
  

Итак, 
 

     
2

1
2 2

1 1

1 2 1 .c xxv x u v
c x xz x x c x

     
 

 

 
И, наконец, интегрируем дифференциальное уравнение 
 

   
2

1
2

1

.c xy yu x y
x c x

  


 

 
В результате получаем искомое решение исходного дифферен-

циального уравнения: 
 

2
2

1

.c xy
c x




 

 
Ниже мы рассмотрим еще один класс обыкновенных дифферен-

циальных уравнений, для которых возможно предложить специ-
альную замену, приводящую к понижению порядка дифференци-
ального уравнения.  
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Пример 2. Рассмотрим дифференциальное уравнение  
 

2 0.y y y    (5.10)
 
Решение этого уравнения, представляющего собой автономное 

дифференциальное уравнение, выписано в п. 2.1. Здесь мы укажем 
другой способ его решения. (5.10) — это однородное уравнение 
относительно y, следовательно, можем применить подстановку 

 
   2 .y yz x y z y zy y z z           

 
Подставим последнее соотношение в (5.10): 
 

 
2

1
2 2 2 2

2
22

0 0
0 .12 0 2 2

y y
y z z z y dzz z xdx x c

z z

  
    
       

 

Решаем последнее уравнение: 
 

 2
3 2

2

1 2 ,
2

y
z y c x c

y x c

    


 

т.е. получили решение дифференциального уравнения (5.10), кото-
рое совпадает с представленным ранее в п. 2.1 решением. 

Пример 3. Обратимся теперь к примеру 3, рассмотренному в 
предыдущем разделе: 

 
2 2 0.y yy    (5.11)

 
Представим ниже другой способ интегрирования этого уравне-

ния.  
Уравнение (5.11) — однородное относительно , , .y y y   Следо-

вательно, можем применить подстановку 
 

   2 .y yu x y y u u       (5.12)
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В результате получаем: 
 

  12 2
2

0
3 2 0 .

2 3

y
y u u

du u dx

     
 

 
Интегрируем последнее уравнение относительно неизвестной 

функции u(x): 
 

2 2

1

0 0
.2

3

u y y c

u
x c

    


 
 

 
Подставим последнее в (5.12) и проинтегрируем: 
 

   1 2
1 1

2 2 2ln ln 3
3 3 3

y dy dxy yu x y x c c
x c y x c

        
 

  

или 

   2 3 23
2 1 2 13 3 ,y c x c y c x c      

и полученное общее решение совпадает с представленным решени-
ем в предыдущем разделе. Отметим, что этот способ оказался бо-
лее громоздким. 

Пример 4. Требуется решить дифференциальное уравнение 
 

 22 .x yy y xy    (5.13)

 
Решение. Заметим, что 0y   — решение уравнения (5.13). 

С другой стороны, уравнение (5.10) — однородное относительно 
переменных , , ,y y y   следовательно, применяем подстановку 

 
   2 ,y yz x y y z z       

которая приводит уравнение (5.13) к линейному неоднородному 
уравнению первого порядка относительно z(x): 
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       2 22 2 2 2
2

2 11 .x y y z z y x zy x z z xz z z
x x

               

 
Решаем последнее уравнение методом вариации произвольной 

постоянной. Находим решение однородного уравнения 
 

1
0 2

2 0 .cz z z
x x

      

 
Ищем решение неоднородного уравнения в виде 
 

  2
1 1 1

2 4

2 .
c x c x c xz z

x x
     

 
После подстановки в неоднородное уравнение получаем: 
 

    2 2
1 2 2 2

1 .x c cc x x c z x
x x x
       

 
Возвращаемся к исходным переменным: 
 

2 2 2
32 2

1 1ln ln .
y c c cz y dx x c
y x x x x x
           

   

 
Общее решение принимает вид 
 

2
4 .c xy xc e  

 
Пример 5. Решите уравнение  
 

 .xyy y y y x      (5.14)

 
Отметим, что уравнение (5.14) имеет тривиальное решение 
  0.y x   Найдем нетривиальное решение. Нетрудно убедиться в 
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том, что (5.14) — однородное дифференциальное уравнение отно-
сительно зависимой переменной. Иначе говоря, вид уравнения не 
меняется при преобразовании  , .x x y y    Применяем подста-

новку: 
   2 .y u x y y u y uy y u u           (5.15)

 
Подставим последнее соотношение в (5.14): 
 

   2 2 2 2 211 2 2 ,y x u u y u ux xu u xu u u u
x

              (5.16)

т.е. получили уравнение Бернулли, которое решаем с помощью за-
мены 

  2
1 1 , .zz u u
u zz x

      

 
Подставим в (5.16), в результате приходим к линейному неод-

нородному уравнению относительно z(x): 
 

1 2.z z
x

     

 

Решение последнего уравнения легко получается с помощью 
метода вариации произвольной постоянной: 

 

     1 2 ln .z x c x x c x x    
 

Возвращаясь к исходным переменным, с учетом (5.15) запишем: 
 

   1 1

1 1 .
2ln 2ln

y dy dxu
z y yc x x c x x


    

 
 

 

Интегрируя полученное уравнение с разделяющимися перемен-
ными, получаем общее решение исходного уравнения (5.14): 

 2 1 2 1ln ln 2ln 2ln .y c c x y c c x    
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
6. Подтвердите, что дифференциальное уравнение 
 

2 2 0y yy    
однородно относительно зависимой переменной, и найдите его об-
щее решение. 

(Ответ:   2
2 1 .y c x c   

Найдите решения следующих задач Коши для дифференциаль-
ных уравнений, однородных относительно функции и ее производ-
ных: 

7.    2 2 2 0, 0 1, 0 1y y yy y y        

(Ответ: .xy e  

8.    2 22 0, 0 1, 0 1yy y y y y        

(Ответ: sin 1 .y x   

 
5.4. Дифференциальные уравнения,  

однородные относительно независимой переменной 
 
К таковым относятся уравнения, которые не меняются при рас-

тяжении-сжатии одной независимой переменной 
 ; , 0 .x x y y      В общем случае они приводятся к виду 

 
 2( , , ,..., ) 0.nnF y xy x y x y    

 
Для их решения применяется замена   ,z y xy  понижающая 

порядок дифференциального уравнения на единицу. 
Пример 1. Требуется решить дифференциальное уравнение 
 

2 3 0.y xy    (5.17)
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Решение. Имеем уравнение, однородное относительно незави-
симой переменной  , :x x y y    

 

    
   

2

2 2
1 1, , , 2 3

1 12 3 , , , .

dy d y
F x y y x y

dx dx

y xy F x y y y

          

     
 

 

 
Используем замену 
 

     
2

,
z y z y x z

z y xy y y
x x

  
       

и подставим в уравнение (5.17): 

   2
2 3 0 2 3 0 5 3 0.

z y x zz x z z y x z z zz
x x

               
 

 

 
В результате получаем два решения: 
А) 10 0 ;z y y c      

 

 

В) 

 

1
1

1 2

3
5 3 0 3 5

5

3 ln 5 ln .
5

dy dxz z y c
y c x

y c x c

       


   
 

 5 3 5 3
1 2 2 2 1

15 .
5

y c c x y c x c      

 
Задачи и упражнения для самостоятельной работы 

 
9. Решите дифференциальное уравнение 
 

2 1.x y xy    
 
Подтвердите, что оно однородно относительно независимой пе-

ременной и найдите его общее решение. 



5. Нелинейные дифференциальные уравнения 101

 

 

(Ответ:   2

1 2
1 ln ln .
2

y x c x c    

10. Убедитесь, что уравнение  
 

 xyy y y y x      

является однородным относительно независимой переменной и 
решите его с помощью соответствующей замены. Полученный ре-
зультат сравните с решением, представленным в примере 5 преды-
дущего раздела. 

 
5.5. Дифференциальные уравнения,  

однородные относительно двух переменных 
 
Это такие дифференциальные уравнения, которые не меняются 

при одновременном растяжении-сжатии  ; .x x y y   В об-

щем случае они приводятся к виду 
 

 2 1( , , , ,..., ) 0.nny
F y xy x y x y

x
     

 
Такие уравнения решаются с помощью преобразования, 
 

    ,w x y x y xw x    

при котором порядок дифференциального уравнения не уменьша-
ется. Однако возможно уменьшить его порядок, перейдя с помо-
щью замены  

lntx e t x    

к дифференциальному уравнению относительно     .w x t w t  

Пример 1. Требуется решить дифференциальное уравнение 
 

22 0.y x y   (5.18)
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Решение. Нетрудно убедиться, что данное уравнение однородно 
относительно пары переменных, следовательно, применяем замену 

 

    , ;t t t tdy dt dx e y e w t y e e w t w w
dt dx dt

         

   .t
d w wdy dty e w w

dx dt dx


    


   

 
Подставляя их в уравнение (5.18), после сокращения на et полу-

чим линейное автономное дифференциальное уравнение относи-
тельно w(t): 

 
 2 0.w w w     (5.19)

 
Далее без особого труда находим корни характеристического 

уравнения 1,2
1 1 ,
2 2

k i    определяем фундаментальную систему 

решений  1w t   2 2
2cos , sin

2 2
t tt te w t e    и получаем общее 

решение уравнения (5.19): 
 

  2 2
1 2cos sin .

2 2
t tt tw t c e c e    

 
В результате, имеем общее решение исходного дифференциаль-

ного уравнения в параметрическом виде 
 

  2 2
1 2

.
cos sin

2 2

t

t t t

x e

t ty e w t c e c e


   

 

 
Пример 2. Продемонстрируем другой способ решения диффе-

ренциального уравнения (5.17): 
 

2 3 0.y xy    



5. Нелинейные дифференциальные уравнения 103

 

 

Воспользуемся теперь тем, что (5.17) — однородное дифферен-
циальное уравнение относительно двух переменных, то есть вид 
уравнения не меняется при преобразовании  , .x x y y     При-

меняем подстановку: 
 

   , , .t t tx e y e w t y w w y e w w           

 
И после их подстановки в исходное дифференциальное уравне-

ние приходим к линейному однородному дифференциальному 
уравнению с постоянными коэффициентами: 

 
3 2 0.w w w     

 
Находим корни характеристического уравнения и соответствен-

но получаем его общее решение в параметрическом виде: 
 

 

 
   

2 3
1,2 1 2

2 3 5 3
1 2 1 2

1

2 3

,

t t

t

t t t t

k w t c e c e

x t e

y t xw e c e c e c c e






    



      

 

или в явном виде 
              5ln 3 5 3

1 2 1 2 .xy x xw c c e c c x      

 
Пример 3. Решите уравнение 
 

 22 .x yy y xy    (12)

 
Решение. Это уравнение — однородное относительно двух пе-

ременных. Сделаем замену 
 

 , ;t t dy dy dtx e y u t e y u u
dx dt dx

        
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 .tdy dty e u u
dt dx

      

 
Подставим последние соотношения в уравнение (12): 
 

   2 2.u u u u u u uu uu u             (13)

 
В результате получили автономное уравнение относительно u(t). 

Используем замену    u t p u u pu pp         и подставим в (13): 

 

 
  1

2
0, 0,

.1, 1

p u u t c
u pp u p p

up u p p p
u

  
   

    




 
 

 
В первом случае получаем решение 
 

1 1, .t tx e y c e y c x     
 
Во втором случае пришли к линейному неоднородному уравне-

нию 1-го порядка, решение которого без труда выводится методом 
вариации произвольной постоянной 

 
  0ln .p u u u c u    

 
Возвращаясь к исходным переменным, получаем 
 

       2 0
0 3 3

0

ln , .
ln

c x cduu t p u u u c u dt u c e c e
u u c

         


  

 
Общее решение уравнения (12) принимает вид: 
 

 2
3 .t c xy ue x c e   
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Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
Найдите решения следующих задач Коши для дифференциаль-

ных уравнений, однородных относительно двух переменных: 
11.    , 0 0, 0 0xy y y y      

(Ответ: 2 , .y cx c R   

12.    2 3, 0 1, 0 1yy y y y y        

(Ответ: 1 .y x   

13. Найдите общее решение дифференциального уравнения, од-
нородного относительно двух переменных: 

 
2 2 .x y y   

(Ответ: 22
1 .cy c x

x
  


 

 
5.6. Обобщенно-однородные дифференциальные уравнения. 

Некоторые приложения 
 
Дифференциальное уравнение (5.1) называется обобщенно-одно-

родным, если найдутся такие числа k и m, что  
 

     1 2, , , ,..., , , , ,..., .n nk k k k n mF x y y y y F x y y y y             

 
Замена 

 ,t ktx e y u t e   (5.20)

приводит исходное дифференциальное уравнение к уравнению, не 
содержащему новой независимой переменной t и, следовательно, 
допускающему понижение порядка на единицу. При этом 
 

       1k tt kt t kt ktdy dy dt dy e ue e ue uke u ku e
dx dt dx dt

           

и т.д. 
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Пример 1. Решите уравнение: 
2

2
2 0.y y
x

    

2
2

2( , , ) .F x y y y y
x

     

   1 2 2 1 2 2 2 2 1
2 2 2
2 2, ,

2 2 1 0 1,

k k k k k kF x y y y y y y
x x

k k k

                


      
 

т.е. имеем обобщенно-однородное дифференциальное уравнение с 
показателями 2, 1.m k     

Замена 

     

 
2 2 2

3
22

33
32

3 3
2 3

, 2 0

11 1 1
2 3 1 2 2

21 2
.

1

t t t t

t

tt

t t

dy
x e y u t e y e u u e u u u

dx
du udt du dt c e

u u u u u
c ec e

u
c e c e

             

      
    

 
 

 

 

 
Решение в параметрическом виде:  
 

3
3

3
3

2
, ,

t
t t

t

c e
x e y e

c e
      

 

или в явном виде:  

   
3

3

3
3

2
.

c x
y x

c x x



 

 
Пример 2. Решите уравнение: 
 

2 2 .x y y   

     1 2 2 2, , , 2m m m m mF x y y y xy y               

   2 , , , ,m mxy y F x y y y        

т.е. имеем обобщенно-однородное уравнение (m — любое число). 
Выберем 2,m   сделаем замену 
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   , ,t mt t tx e y u t e ue y u u y u u e            

и подставим в исходное уравнение. В результате приходим к ли-
нейному однородному дифференциальному уравнению с постоян-
ными коэффициентами: 
 

2 0.u u u     
 
Находим корни соответствующего характеристического уравне-

ния: 

2
1,2

2
2 0 .

1
k k k


     


 

 
Выпишем общее решение последнего дифференциального урав-

нения 
 

  2
1 2

t tu t c e c e   

и, возвращаясь к исходным переменным, получаем искомое реше-
ние: 

  22 2 2
1 2 1 2 1 .t t t t t t c

y ue e c e c e c e c e c x
x

          

 
Пример 3. Решите уравнение: 
 

2 22 3 .x y y x    
 
Убедимся сначала, что уравнение является обобщенно-одно-

родным: 
 

     1 2 2 2 2 2( , , , ) 2 3m m m m mF x y y y xy y x                 

 2 22 3 ,m mxy y x      

Откуда видно, что нужно положить 2:m   
 

   2, 2 , 3 2 .t mt t tx e y z t e ze y e z z y z z z             
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Подставим последнее преобразование в исходное уравнение, в 
результате получаем линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами относительно z(t): 

 
3 3.z z    (5.21)

 
Решение последнего уравнения будем искать в виде 
 

     0 .z t z t z t   (5.22)

 
Находим сначала общее решение однородного уравнения: 
 

 2 3
1,2 0 1 2

0
3 0 .

3
tk k k z t c c e


      

 

 
Правая часть (5.21) имеет вид   03 3 ,tf t e   и 0   есть ко-

рень характеристического уравнения кратности 1, следовательно, 
ищем частное решение в виде: 

 

  , ? , 0z t at a z a z         

и, подставив их в уравнение (5.21), убеждаемся, что 1a  . Следова-
тельно, общее решение уравнения (5.21), согласно (5.22), принима-
ет вид 

 

  3
1 2 .tz t c c e t    

В результате получаем общее решение исходного уравнения в 
параметрическом виде: 

 

     2 2 2
1 2 , ,t t t t ty t z t e c e c e te x t e      

или можем записать искомое решение в явном виде: 
 

  22ln ln 2ln 2 2
1 2 1ln ln ln .x x x c

t x y x c e c e xe c x x x
x

         
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Пример 4. Решите уравнение: 
 

 34 0.x y xy y     (5.23)

 
Решение. Уравнение (5.23) является обобщенно-однородным: 
 

           
 

341 2 2 1

32 4 3

, , ,

.

k k k k k k

k k

F x y y y x y x y y

x y xy y

   



               

     
 

 
Выбираем параметр k таким образом, чтобы выполнялось усло-

вие обобщенной однородности уравнения (5.23): 
 

2 3 1.k k k     
 
Применяем подстановку 
 

   , , .t kt t tx e y z t e ze y z z y z z e            (5.24)

 
В результате приходим к автономному дифференциальному 

уравнению относительно z(t): 
 

3 0.z z z      
 
Следующая замена: 

          ,z p z z pp     (5.25)

приводит к дифференциальному уравнению 1-го порядка, которое 
без особого труда интегрируется: 

 

 3
10 .pp p p p tg c z        
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Возвращаясь к подстановке (5.25), получаем: 
 

 1 2ln sin ln .c z t c     

 
И, наконец, с помощью подстановки (5.24) восстанавливается 

решение исходного уравнения (5.23): 
 

   
  

1 2 1

2 1 2

ln sin ln ln sin

arcsin .

c y x x c x y x c

c y x c c x

      

   
 

 

Пример 5. Решите уравнение: 
 

2 3 2 44 .x y y x y    
 

Решение. Покажем, что оно является обобщенно-однородным 
уравнением: 

 

  2 3 2 4, , , 4 ;F x y y y x y y x y      

           
 

2 3 2 41 2 2

2 2 3 4 2 2 4 4 2

, , , 4

4 1 2, 2.

k k k k k k

k k

F x y y y x y y x y

x y y x y k m

  

 

              

       
 

 

Применяем подстановку 
 

  2 3, 4 1,t tx e y u t e u u     

т.е. получили дифференциальное уравнение, не содержащее пере-
менную t. С помощью замены  u p u   понижаем порядок на еди-

ницу: 

 

3
1 12 2

22
1 2

1

1 14 1
4 4

1,
4

t t

pu p p c u c
u u

x e y e c t c
c

          

      

 

и получаем решение в параметрическом виде. 
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Пример 6. Рассмотрим уравнение 
 

 22 ,x yy y xy    (5.26)

решение которого представлено в разделе 5.3, где было учтено, что 
уравнение (5.26) — однородное относительно переменных , , .y y y   
Укажем сейчас другой метод его решения. Это уравнение — обоб-
щенно-однородное, так как условие 

 

   1 2, , , , , ,k k k mF x y y y F x y y y           

выполняется при всех значениях k. Выберем для удобства 1k   
и сделаем замену 
 

   , ;t kt t dy dy dtx e y u t e u t e y u u
dx dt dx

         

 tdy dty e u u
dt dx

     . 

 

Подставим последние соотношения в уравнение (5.26): 
 

   2 2 ,u u u u u u uu uu u             (5.27)

в результате получили автономное уравнение относительно u(t). 
Используем замену    u t p u u pu pp         и подставим в (5.27): 
 

 
  1

2
0, 0,

.1, 1

p u u t c
u pp u p p

up u p p p
u

  
   

    




 
 

 
В первом случае получаем решение 
 

1 1, .t tx e y c e y c x     
 
Во втором случае пришли к линейному неоднородному уравне-

нию 1-го порядка, решение которого без труда выводится методом 
вариации произвольной постоянной 
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  0ln .p u u u c u    

 
Возвращаясь к исходным переменным, получаем 
 

       2 0
0 3 3

0

ln , .
ln

c x cduu t p u u u c u dt u c e c e
u u c

         


  

 
Общее решение уравнения (5.26) принимает вид: 
 

 2
3 ,t c xy ue x c e   

и оно совпадает с полученным ранее решением в разделе 5.3. 
 

Задачи и упражнения для самостоятельной работы 
 
14. Подтвердите, что дифференциальное уравнение 
 

2
2

2 0y y
x

    

является обобщенно-однородным, и найдите его решение. 

(Ответ:  
3

3
2 .c xy

c x x

  
 

15. Найдите решение обобщенно-однородного дифференциаль-
ного уравнения 

2 1.x y xy    

(Ответ:   2

1 2
1 ln ln .
2

y x c x c    

16. Найдите общее решение уравнения 
 

  ,xyy y y y x      

приняв его обобщенно-однородным и используя соответствующую 
замену. Полученный результат сравните с решением, представлен-
ным в примере 5 раздела 5.3. 



 
 

ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
Многие нелинейные уравнения в частных производных в ре-

зультате применения различных приемов редукции (таких как ме-
тоды автомодельных преобразований, метод разделения перемен-
ных, методы группового анализа) приводятся к нелинейным обык-
новенным дифференциальным уравнениям (однородным относи-
тельно зависимых и независимых переменных, обобщенно-одно-
родным, автономным). Ниже рассмотрим приложения методов ре-
шения обыкновенных дифференциальных уравнений к задачам ма-
тематической физики.  

Выпишем нелинейное уравнение в частных производных отно-
сительно  , :w w x t  

 

 mw wa w
t x x

  
  

, (5.28)

где a, m — постоянные числа. Уравнение (5.28) часто встречается в 
нелинейных задачах тепло- и массопереноса, теории горения и 
фильтрации. Известен класс точных частных решений при 1m  ;

1; 2; 4 3; 2 3     [6]. В работе [8] показана математическая анало-
гия задачи определения контура свободно растекающегося пласти-
ческого слоя на плоскости с задачей нелинейной теплопроводно-
сти, описываемой уравнением (5.28): 
 

   21 , 1 2, 2 .
2

w ww a m
t x x

    
  

 (5.29)

 
Пример 9. Поиск частного решения уравнения (5.29) методом 

разделения переменных 
 

     ,w x t f t g x  

приводит к двум обыкновенным дифференциальным уравнениям 
относительно f(t) и g(x): 

   3 2
0 0, 2 .f f c g g g c    
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В общем случае решение первого уравнения выписывается: 
 

 1 1,2
02f c =     

а второе уравнение является обобщенно-однородным ( 1k m  ): 
 

 2
02 2 0,g g gg c     

и с помощью замены  g p g   приводится к уравнению Абеля  

2-го рода: 
2

02 2 0.gpp p c     (5.30)
 

Решение последнего уравнения выписывается в квадратурах с 
помощью эллиптических интегралов: 

 
2

32 40 0 2

2
.

pdp dg g dg
x

c p g c g
     

    (5.31)

 
Пример 10. Поиск автомодельного решения уравнения (5.31) 

в виде бегущей волны 
 

   1, ,w x t g t x     


 (5.32)

приводит к обобщенно-однородному уравнению ( 1 2k  ): 
 

 2 2 0,g g g    

или 
2 22 2 0g g gg g     . (5.33)

 
Используя замену   ,g p g   понижаем порядок уравнения, 

в результате имеем: 
 

2 2 2 0,g p gp     
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т.е. получили линейное неоднородное дифференциальное уравне-
ние, решение которого найдем с помощью подстановки Бернулли 

  :p g uv  

  1
2

2
.

g c
p g

g
  

Следовательно, 
 

2 2
1 1

12
1 1

2 1 2
2 4 2

g c g dg c
g p d g c d

g g c g c
              

 

   222
1 1 212 ln 4 ,g c g c g c t x c           

где обозначено 1 12 .c c  
Таким образом, представленные в работе методы поиска реше-

ний нелинейных уравнений математической физики (такие как ме-
тод разделения переменных, метод введения автомодельных пере-
менных) позволяют свести нелинейные уравнения в частных про-
изводных к обыкновенным дифференциальным уравнениям (одно-
родным, обобщенно-однородным, автономным уравнениям), кото-
рые, в свою очередь, с помощью специальных подстановок преоб-
разуются к дифференциальным уравнениям низкого порядка. И, 
следовательно, проще интегрируются и соответственно дают точ-
ные решения исходного обыкновенного дифференциального урав-
нения. 

 



 
 

6. РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА 
 
Каждый из 20 вариантов расчетно-графической работы состоит 

из 10 примеров, относящихся к темам, изложенным в настоящем 
учебном пособии: 

˗ дифференциальное уравнение с разделяющимися перемен-
ными; 

˗ однородное дифференциальное уравнение первого порядка; 
˗ линейное неоднородное дифференциальное уравнение перво-

го порядка; 
˗ дифференциальное уравнение в полных дифференциалах; 
˗ дифференциальные уравнения, которые решаются методом 

понижения их порядка; 
˗ дифференциальное уравнение Бернулли; 
˗ линейное однородное дифференциальное уравнение с посто-

янными коэффициентами; 
˗ линейное неоднородное дифференциальное уравнение с по-

стоянными коэффициентами; 
˗ краевая задача для линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения; 
˗ система линейных дифференциальных уравнений. 
В учебнике достаточно подробно разобраны представленные 

в РГР задания. 
 

Варианты расчетно-графической работы 
 
Задание 1. Решите дифференциальное уравнение методом раз-

деления переменных. 
1)   0.y xy x xy y     2) 1.y y x    

3) 2 21 1 0.x dy y dx     4)  1 1 0.yy e    

5)  233 1 0.x y dx x dy    6) 1.xy e x    

7)  24 ln 0.y dx x y dy    8)   1 .y x x y     

9)  233 1 0.x y dx x dy    10)  1 1 0.yy e    
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11) 2 0.x y y    12)  1 0.x y xy    

13)  2 1 2 .x y y   14) 21 .xyy x    

15) ctg 2.y x y    16) 2 1 .xydy y dx   

17) 2 2 1 .x y y y    18)  2 0.xy x y y    

19)  2 21 1 .x y xy y x      

20) cos cos sin sin 0.x y dx x y dy        

 
Задание 2. Решите однородное дифференциальное уравнение 

первого порядка. 
1)   2 0.y x ydx x dy    2) 3 3 0.xdy xdx ydx ydy   

3) 
2

.
3 2

x y
y

x y
 
  4)   0.x y dx xdy    

5)    3 2 2 23 10 2 5 .xy y yx y x     

6)    3 2 2 23 14 2 2 .xy y yx y x     

7) 
2 2

2

2
.

2 2
x xy y

y
x xy
  

  8) 
2

2

4
2.

y y
y

x x
     

9) 
2

2

8
3 4.

y y
y

x x
     10) 2 22 .xy x y y     

11) 
2

.
2
x y

y
x y
 
  12) 

2 2

2
.

2
x xy y

y
x xy
  
  

13) 
3 2

2 2

3 6
.

2 3
y xy

xy
y x
 
  14) 2 22 .xy x y y     

15) 
2

2

6
6.

y y
y

x x
     16) 

3 2

2 2

3 8
.

2 4
y x y

xy
y x
 
  

17) 2 23 .xy x y y     18) 
2

2

8
2 8.

y y
y

x x
     

19) 
2

2

6
2 3.

y y
y

x x
     20) 

2 2

2

3
.

3 2
x xy y

y
x xy
  

  
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Задание 3. Решите линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение первого порядка, используя метод Бернулли, либо метод 
вариации произвольной постоянной. 

1) .xy y e    2) 37 8 .xy y e    

3) ln 5 .xy x x y    4)  21 4 1.x y xy    

5) 2 2 1.x y xy    6)  2 24 4.x y xy x     

7) 2cos sin cos .y x y x x    8) 32
.

y
y x

x
    

9) 2cos tg .y x y x    10) 22 2 .xy y x x    

11)  2 1 4 2 .x y y    12)  3ln .x y x y
x

    

13) 
3

.
y

y x
x

    14) 1.xy xy e
x x

    

15) 2.
2
y

y x
x

    16) 
3

12 .
y

y
x x

     

17) sin .
y

y x
x

    18) 
2

1 2 1.xy y
x
    

19) 3.y xy x     20) sin .
y

y x x
x

    

 
Задание 4. Установите, что следующие уравнения являются 

уравнениями в полных дифференциалах, и найдите их общие ре-
шения. 

1)    2 2 33 7 2 0.x y dx x y dy    

2)     sin cos 0.x y dx x x y dx dy      

3)    3 2 0.y x x ye ye dx e xe dy       

4)    2 1 0.xy xyx ye dx xe dy     

5)    2 2 0.x y dx x y dy     

6) 
2

2
1 0.

x y xdx dy
x x
    
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7)    21 3 0.x y dx x y dy       

8)    2 2 2 33 6 6 4 0.x xy dx x y y dy     

9)    23 2 2 3 0.x y dx x dy     

10)    2 33 1 0.y yx e dx x e dy    

11)    2 3 23 2 3 2 3 0.x y y dx x x y dy       

12)    2 3 25 5 0.xy x dx x y y dy     

13)  cos 0.y ye dx y xe dy    

14)    2 2 2 24 2 4 2 0.x xy y dx y xy x dy       

15) 
2

2 4 3

3 21 0.
y y

dx dy
x x x

    
 

 

16)  2
2

0.
dydx x y

y y
    

17)  2
1 0.

ydx dy
xy

x x
    

18) 
2

0.x y dy
xe dx

x x
    
 

 

19)  2 2 2 0.xy dx y x y dy    

20)    3 2cos 3 0.yy x dx xy e dy     
 

Задание 5. Решите дифференциальные уравнения методом по-
нижения их порядка  

1)  2
6 0.yy y    2) 0.xy y    

3) 38 .y y   4)  2
2 .yy y   

5) 22 .xy   6)  1 0.x y y     

7) 2 3.y y    8) sin .y x x   

9)  2
1 .y y    10) 2.xy   

11) 6 5.y y x     12) tg5 5 .y x y   
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13) 24 1 12 .y y x     14) 27 8 .y y x     

15) 7 12 .y y x    16) 25 1.y y x     

17) 7 16 1.y y x     18) 26 3 .y y x x     

19) 2 .y y x x     20) 22 8 .y y x    
 
Задание 6. Решите дифференциальное уравнение Бернулли: 

1) 
3

2 .xxy y
y

    2)  2 31 .x y xy = x x    

3) 37 8 .xy y = e   4) 2.xy y xy     

5) 22 .xy y y e    6) 3 .xy xy y e     

7) 2 2 .x y y xy    8) 3.y xy xy    

9) 2 41 .
3

y
y x y

x
    10) 

242 .
y xy
x y

    

11)  2 2 21 2 .x y xy x y    12) 32 .y y y     

13) 42 .xy y xy    14) 
2

ctg .
sin
y

y y x =
x

   

15) 43 .
2
y

y y
x

    16) 
2

3
.

y xy
x y

    

17) 3 23
5 .

y
y x y

x
    18) 22 3 .xy y y e    

19) 3 3.xy xy x y    20)  2cos cos 1 sin .y y x y x x    
 

Задание 7. Решите линейное однородное дифференциальное 
уравнение с постоянными коэффициентами 

1) 6 9 0.y y y     2) 2 3 0.y y y     

3) 6 25 0.y y y     4) 2 7 5 0.y y y     

5) 25 0.y y    6) 10 6 0.y y y     

7) 4 12 9 0.y y y     8) 25 0.y y    

9) 4 29 0.y y y     10) 4 0.y y    
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11) 3 2 0.y y y     12) 2 0.y y y      

13) 2 0.y y y     14) 4 0.y y    

15) 2 0.y y    16) 4 0.y y    

17) 4 0.y y    18) 13 12 0.y y y      

19) 25 0.y y    20) 3 2 0.y y y      

 
Задание 8. Решите линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение с постоянными коэффициентами 
1) .xy y xe    2) 210 26 .y y y x     

3)  3 2 2 .xy y y x e      4) 8 16 4.y y y     

5)  3 4 10 17 .xy y y x e      6) 5 6 3 .xy y y e     

7) 4 5 6 4 .xy y y e     8) 22 8 3.y y y x      

9) 36 8 3 .xy y y e     10) 2 3sin .y y x    

11) 1+ 25 = 2cos5 sin5 .
2

y y x x   12) 864 sin8 .xy y x e     

13) 636 2sin6 .xy y e x     14) 2 sin3 .y y x    

15) 2sin 2 .xy y x e     16) 2 3cos .y y x     

17) 4 2sin2 cos2 .y y x x     18) 4 2sin3 .y y x    

19) 39 sin3 6 xy y x e     . 20) 364 sin8 .xy y x e     

 
Задание 9. Решите краевую задачу 
1)    24 4 sin 4 , 0 1, 4 0.xy y y e x y y         

2)    2cos3 3sin3 , 0 1, 3 0.y y x x y y        

3)      4 8 2sin cos , 0 1, 8 0.xy y y e x x y y         

4)      4 8 3sin 4cos , 0 1, 12 0.xy y y e x x y y          

5)    2 5 sin 2 , 0 1, 6 0.y y y x y y         

6)    2 6 sin 2 , 0 0, 4 1.xy y e x y y       

7)      4 8 sin 2cos , 0 0, 6 1.xy y y e x x y y         
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8)    36 13 cos5 , 0 0, 5 1.xy y y e x y y        

9)    2cos7 , 0 0, 12 0.y y x y y       

10)    2 5 cos , 0 1, 12 0.y y y x y y         

11)    36 13 cos , 0 1, 12 0.xy y y e x y y        

12)    12 3 sin , 0 1, 0.xy y e x y y       

13)    2 5 3sin 2 , 0 1, 8 0.y y y x y y         

14)    2cos5 3sin 5 , 0 1, 5 0.y y x x y y        

15)    24 4 sin 5 , 0 0, 10 1.xy y y e x y y        

16)    2cos5 3sin 5 , 0 1, 5 0.y y x x y y        

17)    2 5 3sin 2 , 0 1, 12 0.y y y x y y         

18)      2 4 sin cos , 0 0, 12 1.xy y e x x y y        

19)    24 4 sin 6 , 0 1, 2 0.xy y y e x y y         

20)      2 2 sin cos , 0 1, 2 0.xy y e x x y y         

 
Задание 10. Решите систему дифференциальных уравнений  

1) 
53 2 4

.
2

xy y z e

z y z

   
   

 2) 
8

.
5

y y z x

z y z

   
   

 

3) 
24

.
2

xy y z e

z y z

   
    

 4) 
22 4 4

.
2 2

xy y z e

z y z

   
   

 

5) 
2

.
2 x

y y z

z y e

  
   

 6) 
5cos

.
2

y z x

z y z

  
   

 

7) 
5 3

.
5 x

y y z

z y z e

  
    

 8) 
2

.
3 4

y z x

z y z

  
    

 

9) 
2 3

.
2 2sin

y y z

z y z x

  
    

 10) 
3 2

.
2

y y z

z y z x

  
    
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11) 
2

.
5sin

y y z

z y x

  
   

 12) 
cos

.
2

y y z x

z y z

   
   

 

13) 
2 16

.
2 2

xy y z xe

z y z

   
   

 14) 
2

2 5
.

3 4

y y z x

z y z x

    
     

 

15) 
2

.
2 18

y y z

z y z x

  
     

 16) 
4 3 sin

.
2

y y z x

z y z

   
   

 

17) 
2 4

.
3 x

y y z

z y z e

  
    

 18) 
2 4 8

.
3 6

y y z x

z y z

   
   

 

19) 
2

.
2 2

xy y z e

z y x

   
    

 20) 
4 3 sin

.
2 cos

y y z x

z y z x

   
    
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